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Probabilidad



Espacio muestral

Definicién

El conjunto €2 de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio se llama
espacio muestral. Los elementos w € €2 son llamados puntos muestrales.
Un experimento se dice aleatorio si su resultado no puede ser determinado de antemano.

Ejemplo.
Experimento: lanzamiento de una moneda corriente. Los posibles resultados, en este
caso, son “cara” = cy “sello” = s. Esto es,

Q={c,s}

Experimento: se observa el nimero de veces que es necesario lanzar una moneda
corriente hasta obtener por primera vez cara. En este caso:

Q={1,2,...,00}



o-algebra

Definicién

Sea 2 # ®. Una coleccién & de subconjuntos de ) es una o-algebra sobre 2, si:
i) Qeg.

i) Si A € & entonces A€ € S.

iii) Si Ay, Ag,... € S entonces 2, 4; € S.

Los elementos de & se llaman eventos.

Ejemplo
Sea 2 # (). Entonces Sp = {®,Q} y p(Q) := {4 : A C Q} son o-algebras sobre Q.
recibe el nombre de o-algebra trivial y p(€) recibe el nombre de o-algebra total.



Ejercicio

Probar que si Q # 0 y 1,9, ... son o-dlgebras sobre 2 entonces (172, ; es una
o-algebra sobre ).



o-algebra

o-algebra generada

Sean Q) # ® y L una coleccién de subconjuntos de 2. Sea M = {S : I es una o-algebra
sobre (2 que contiene a L}. Entonces, se tiene que o (L) := e S es la menor
o-algebra sobre {2 que contiene a L. Esta o-algebra se llama o— algebra generada por L.

o-algebra de Borel

La menor o-algebra sobre R que contiene todos los intervalos de la forma (—oo, a] con
a € R se llama o-algebra de Borel y se denota por B.

o-algebra de Borel en R"

Sean a = (a1, -+ ,an) y b= (b1, -+ ,b,) elementos de R™ con a < b, es decir, a; < b;
para todo ¢ = 1,--- ,n. La o-algebra generada por todos los intervalos de la forma
(a,b] :={x = (21, ,2n) ER":a; < x; < b;,i=1,--- ,n}

se llama o-algebra de Borel en R".



Espacio medible

Definicion
Sean Q # () y  una o-algebra sobre Q. La pareja (€2, ) se llama espacio medible.

Decir que un evento A ocurre significa que el resultado obtenido, al realizar el
experimento aleatorio cuyo espacio muestral es 2, es un elemento de A. Por lo tanto si A
y B son eventos entonces:

1. AU B es un evento que ocurre, si y sélo si, A o B o ambos ocurren.
2. AN B es un evento que ocurre, si y sélo, si Ay B ocurren.

3. A es un evento que ocurre, si y sélo si, A no ocurre.
4

. A — B es un evento que ocurre, si y sélo si, A ocurre pero B no.



Espacio de probabilidad

Sea (€2, ) un espacio medible. Una funciéon P definida sobre & y de valor real que
satisface las siguientes condiciones:

1. P(A) > 0 para todo A € .

2. P(Q) =1
3. Si A1, Ay, ... son elementos de & mutuamente excluyentes, esto es
A;NA; =0 para todo i # j,
entonces

P(04) - S e

i=1
se llama medida de probabilidad sobre (2, ). La tripla (2,3, P) se llama espacio de
probabilidad.



Espacio de probabilidad

Ejemplo. Sean Q2 = {1,2},3 = p(Q) y P la aplicacién definida sobre & por:

0 siA=10
)i osiA={1}
P) = % si A= {2}
1 siA={1,2}

P es una medida de probabilidad.



Espacio de probabilidad

Teorema. Sea (€2, 3, P) un espacio de probabilidad. Entonces:

1. P(0) =0.

2. SiA,BeSy AN B =10, entonces P(AU B) = P(A) + P(B).

3. P(A°)=1-P(A).

4. Si A C B entonces P(A) < P(B)y P(B— A) = P(B) — P(A). En particular, se
tiene que P(A) <1 para todo A € S.
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

ot



Probabilidad condicional

Definicion
Sea (€2, 3, P) un espacio de probabilidad. Si A, B € & con P(A) > 0, entonces se define
la probabilidad del evento B bajo la condicién de A como sigue:

P(ANB)

P(BI4) = =5



Medida de probabilidad condicional

Sea (92, F, P) un espacio de probabilidad y A € F con P(A) > 0. Entonces:
1. P(-] A) es una medida de probabilidad sobre 2, que esta concentrada en A, esto
es, P(A] A) =1
2. Si AN B = & entonces P(B | A) = 0.
3. P(BNC|A)=PB|ANC)P(C|A), si P(ANC) > 0.
4. Si Ay, Ag,..., A € Fcon P(AyNAsN---NA,—1) > 0, entonces

P(AlﬂAgﬂ- . ﬂAn) = P(Al) P(A2 | Al) P(Ag | AlﬂAQ) s P(An ‘ AiNAsN-- 'ﬁAn_l).



Teorema de probabilidad total

Sea Ay, As, ... una particién finita o numerable de (2, es decir, A; N A; = & para todo
i # 7y Uig; A =, tal que P(A;) > 0 para todo i. Entonces, para cualquier B € F, se
satisface

Demostracion.



Eventos independientes

Definicioén
Dos eventos A y B son independientes, si y sélo si,

P(ANB) = P(A)P(B).

Sean Ay B eventos independientes. Entonces:
1. Ay B¢ son independientes.
2. A°y B son independientes.
3. A°y B¢ son independientes.

% jCoémo probar estos resultados?



Ejercicio

Sean Q y Q conjuntos no vacios, & una o-algebra en Qy T : Q —  una funcién.
Demostrar que

ez

Tﬁl(g) = {Tﬁl(jl) cAe

es una o-algebra en €.



Ejercicio

Sean (P,),,cy una sucesién de medidas de probabilidad definidas sobre el espacio medible

(€2, 9), (an), ey una sucesién de nimeros reales no negativos tales que Y 7% o, = 1y
P : ¥ — R definida por:

P(A) := Z anP,(A) paratodo A€
neN

Demostrar que P es una medida de probabilidad definida sobre (2, ).



Ejercicio

Los coeficientes a,b y ¢ de la ecuacién cuadratica az? + bz 4 ¢ = 0 son determinados
lanzando un dado corriente tres veces consecutivas. ;A qué es igual la probabilidad de
que las dos raices de la ecuacién sean reales? ;A qué es igual la probabilidad de que las
dos raices sean complejas?



Ejercicio

Un ndmero aleatorio N de dados corrientes es lanzado. Sea A; el evento de que N = 1.
Suponga que P(A;) =27" con i > 1. Sea S la suma de los resultados. Determinar la
probabilidad de que:

e N = 2 dado que S = 4.
e § =4 dado que N es par.
® N =2 dado que S =4y el resultado del primer dado es 1.



Variable aleatoria

Definicién

|

Sean (Q S, P) un espacio de probabilidad y (Q2,S) un espacio medible.

Una & - S-variable aleatona es una aplicaciéon X : Q — Q tal que, para todo A €S
tiene que X 1(4) € 3. Si (Q,S) = (R, B), entonces, se dice que X es una variable
aleatoria real.



Ejemplo. Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad y A € S fijo. La aplicacién
X4 : 2 — R dada por:

1 si weAd
XA(W)_{O si wg A

es una variable aleatoria real. En efecto, si &« € R entonces:

0 si a<O0
{we: Xy(w)<a}=3 A° si 0<a<l
Q si a>1

La aplicacién X4 se llama la funcidn indicadora de A. Otras notaciones de uso frecuente,
p
para esta aplicacién, son: I4 y 14.



Distribuciéon de una variable aleatoria

Definicion

Supéngase que X es una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad
(22,3, P) y con valores en el espacio medible (Q,S). La funcién Px definida sobre la
o-algebra & por medio de:

|

Px(B) := P({X € B}); paratodo B €S

es una medida de probabilidad sobre (Q,@) llamada distribucién de la variable aleatoria
X.



Demostracion. Se debe verificar que Px satisface las tres condiciones que definen una
medida de probabilidad.

1. Es claro que para todo B € S, Px(B) > 0.

2. Px(Q) =P{weQ: X(w)eQ}=P(Q)=1.

3. Sean Aj, Ay, - elementos de & con A; N A; = ® para todo 7 # j. Entonces,

(G =r(fre b))

P (G {X € Ai}>

=1

P({X € Ai})

o

.
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—

I
M
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-
I
_
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Funcion de distribucion de una variable aleatoria

Definicién

Sea X una variable aleatoria real. La funcién F'x definida sobre R por medio de:
Fx(x) := Px((—00,2])
=P(X <x)
se llama funcién de distribucién (o de distribucién acumulativa) de la variable aleatoria X .

Ejemplo. Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad arbitrario y A € < fijo. La funcién
de distribucién F' de la variable aleatoria X4 esta dada por:

0 siz <0
Flz)=¢P(A°) si0<z<1
1 siz>1



Corolario. Sean X una variable aleatoria real definida sobre (2,3, P), F'x su funcién de
distribucién y a,b € R con a < b, entonces:

1. Fx(x7):= h’mh%m Fx(x—h)=P(X < x)
Pla< X <b)= (b) FX( 7)
P(a < X < b) = Fx(b) - < )
Pla<X <b)= X(b) Fx (a7)
Pla< X <b)=Fx (b")— Fx(a)
P(X = a) = Fx(a) - Fx (")
Si P(a < X < b) =0 entonces Fx es constante en el intervalo (a,b).

N.@@P@!\’



Variable aleatoria discreta

Definicion
Sean X una variable aleatoria real y Fx su funcién de distribucién. Se dice que Fx
presenta un salto en el punto a € R si

Fx(a) — Fx(a™) #0

La diferencia Fix(a) — Fx(a™) se llama magnitud del salto y por las propiedades
desarrolladas anteriormente se tiene que es igual a P(X = a).

Si X es una variable aleatoria real continua entonces el con junto de saltos de F'x es el
conjunto vacio.



Funcion de densidad discreta

Definicién

Sea X una variable aleatoria real discreta con valores x1, 9, - -+ (todos diferentes). La
funcién fx, definida sobre R, mediante:

P(X=ux;) six=ux1,29, "
0 en otro caso

se llama funcién de densidad de la variable aleatoria X.

Se tiene que para cualquier z € R se satisface:
P(X =) =Fx(z) - Fx(z7),

esto es, la funcién de distribucién de la variable aleatoria X determina completamente su
funcién de densidad.



Variables aleatorias continuas

Definicién

Sea X una variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad (2,3, P). Se
dice que X es absolutamente continua, si y sélo si, existe una funcién real no negativa e
integrable fx tal que, para todo x € R, se satisface:

Fx(@) = [ xoo fx(B)dt

La funcién fx recibe el nombre de funcién de densidad (fdd) de la variable aleatoria X.



Supdngase que X es una variable aleatoria absolutamente continua con funcién de
densidad fx. Se tiene:

| axtde =i [ i
= xlggoFX(x) =1
Si a,b € R entonces:

P(a<X < b) :Fx(b)—Fx(a)
b



Valor esperado

Sea X una variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad (92, S, P).
1. Si X es una variable aleatoria discreta, con valores x1,x2, - - -, se dice que X posee un
valor esperado si:

o0
Z‘xk‘P<X=J}k)<OO
k=1

En tal caso, se define el valor esperado F(X) (esperanza matemaética, media) de X como:

E(X)= imkP(X =) .
k=1



Valor esperado

2. Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad fx, se dice que X
posee un valor esperado si

/OO |z| fx (z)dz < 0o

En tal caso se define el valor esperado E(X) (esperanza matematica, media) de X como:

EX) = /oo xfx(x)dx

— 00



Sea Y una variable aleatoria absolutamente continua con funcién de densidad f. Si E(Y)
existe, entonces:

BY) = [T - Ry - [ Fe(-udy

Demostracion.
0
xf(x)dx + /

o) () o

/Ooo/yoof 2)dwdy — // f(x)dzdy
:/OOOP(Y>ydy—/O P(Y < —y)dy
J

-y [ " Fy(—y)dy



Valor esperado

Ley del estadistico inconsciente

Sea X una variable aleatoria real con funcién de densidad fx y g : R — R una funcién
tal que Y = g(X) es una variable aleatoria. Entonces:

Yor9(x) fx(x) si X es una variable aleatoria discreta

J20, 9(x) fx(z)dx  si X es una variable aleatoria continua

siempre y cuando la suma, en el caso discreto, o la integral, en el caso continuo,
converjan absolutamente.



Varianza

Definicion
Sean X una variable aleatoria, cuyo valor esperado existe. Se define la varianza de X

como:
Var(X) = BE(X — E(X))?,

la cual mide la dispersién de los valores de la variable X alrededor de su media.



Sean X una variable aleatoria, cuyo valor esperado existe, y o, 5 € R constantes.
Entonces:

1. Bla) =«

2. Si g, h son funciones, tales que g(X) y h(X) son variables aleatorias cuyos valores
esperados existen, E(ag(X) + fh(X)) = aE(g9(X)) + BE(h(X))

3. Var(X) >0

4. Var(a) =

5. Vi (aX) a? Var(X)
6. Var(X + ) = Var(X)



Ejercicio

(Desigualdad de Markov) Sea X una variable aleatoria real con X > 0y tal que E(X)
existe. Demostrar que para todo a > 0 se satisface:

E(X)

P(X>a)<
a



Ejercicio

(Desigualdad de Chebyschev) Sea X una variable aleatoria con media p y varianza
0% .Demostrar que para todo € > 0 se satisface:

2
g
PIX —plz 0 <%



Ley débil de los grandes niimeros

Sea X1, X5, -+ una sucesién de variables aleatorias independientes e igualmente
distribuidas con media p y varianza finita 0. Entonces, para todo ¢ > 0; se satisface que:

Xi 4.4 X
p<’1++n_u

0.2
>€] < R
n ne

de donde se deduce que, para todo € > 0; se tiene que:

lim P

n—oo

X 4+ 4+ X
<‘1++n#‘ >€> _o.
n
Demostracion. Sea X,, la media aritmética de las n variables. E (X7n) =puy
Var (X7n> = %2 Por la desigualdad de Chebyschev se tiene que, para todo € > 0
I Var (X,
P(|X, - EX,| > €) < (2>
€

que es lo que se queria demostrar.



Convergencias

Convergencia en probabilidad

Sean X, X1, Xo, - variables aleatorias reales definidas todas sobre el mismo espacio de
probabilidad (€2, 3, P), se dice que (X,,),, converge en probabilidad a X

P
X, — X,
n—00

si, para todo € > 0; se satisface que:

lim P (| X, — X]|>¢) =0.

n— o0
Nota. Haciendo uso de esta definicion, se puede expresar la ley débil de los grandes
nimeros como sigue: Sea X1, Xo, - una sucesién de variables aleatorias independientes
e igualmente distribuidas con media y y varianza finita 0. Entonces:

~ P
X, —— p,
n—oo



Convergencias

Convergencia casi seguramente

Sean X, X1, Xo,--- variables aleatorias reales definidas todas sobre el mismo espacio de
probabilidad (€2, 3, P), se dice que (X,,), converge casi seguramente a X

Ky —— 0,
n—0o0

si se satisface que P (lim,, oo X, = X) = 1.
En otras palabras,

X, =5 X, si y sélo si, P(A) =1,
n—oo

donde A :={w € Q: X, (w) — X(w)}.



Ejemplo. Sean ( 2,3, P ) un espacio de probabilidad arbitrario y X, las variables

aleatorias definidas sobre ( 2, S, P ) como sigue:

X,: QO — R

1

Es claro que, para todo w € 2; se satisface que:

lim X, (w) =1.

n—o0

por lo tanto,

PlweQ: X,(w) — 1)) = P(Q) =1

esto es,



Ley fuerte de los grandes ntimeros

Definicion
Sea X1, X9, -+ una sucesion de variables aleatorias independientes e igualmente
distribuidas con media y y varianza finita 0. Entonces,

X—:X1+X2++Xn c.s

n 7
n n—00




Convergencias

Convergencia en distribucion

Sean X, X1, Xo,--- variables aleatorias reales definidas todas sobre el mismo espacio de

) ) ) p
probabilidad (€2, ¥, P) con funciones de distribucién F, F7y, - - -, respectivamente. Se dice
que (X,,),, converge en distribucién a X:

X, -2 X,

n—o0

si se satisface que:

lim F,(x) = F(x); para todo = punto de continuidad de F’

n—oo

o, equivalentemente,

d ] s : .
Xn — > X, siy sélosi, 7?,11—>HC->10P(X’” <z)=PX <x)

para todo z punto de continuidad de F'.



Convergencias

Probar que

. P d
X, =3 X=X,— X=X, 4> X
n—oo n—oo n—oo



Teoremas limite

Teorema de continuidad de Levy & Cramer

Sean X, X1, Xo, ... variables aleatorias reales definidas todas sobre el mismo espacio de
) p
probabilidad (€2, F, P) con funciones caracteristicas ¢, ¢1, ¢2, ..., respectivamente.

1. Si X, 4 X, entonces,
n—o0o
lim ¢, (t) = ¢(t), paratodot e R.

2. Silimy—yo0 dn(t) = ¢(t) para todo t € R, y si ¢(-) es continua en t = 0, entonces,

X, %, x.

n—oo



Teoremas limite

Teorema del limite central

Sea X7, X5, -+ una sucesién de variables aleatorias independientes e igualmente
distribuidas con media x y varianza finita y positiva 0. Sean S, := 1 Xy

Yo o= Sg—\_/’%ﬁ Entonces, la sucesién de variables Y7, Y5, - - - converge en distribucién a
una variable aleatoria Y, donde Y tiene distribucién normal estandar.

Esto es,

, Sn — np B .
nlgrgoP (W < 3:) = ®(x); para todo x € R.



Demostracion. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que © = 0. Sea ¢ la
funcidn caracteristica de las variables aleatorias X1, X5, --. Como las variables aleatorias
son independientes se obtiene que:

Py, (1) = E (exp [itYy])




Al hacer el desarrollo en serie de Taylor de ¢ alrededor de cero se obtiene:
2,42
t
G(t) =1+0— UT +t20(t).

Por lo tanto,

2 £\ 2 N
=exp [nln 1—0<> +<) o(t) |-
P 2 \oyn ov/n
Tomando limite, cuando n — oo, se obtiene:
2
Jim_ ¢y, (1) = exp l—Ql :
Por el teorema de continuidad de Levy & Cramer se concluye que
Y, 4,

donde Y es una variable aleatoria con distribucién normal estandar.



Introduccion a procesos estocasticos



. Qué es un proceso estocastico?

Definicion (Proceso estocdstico)

Un proceso estocastico es una coleccién de variables aleatorias {X; € S : t € T'} sobre el
espacio de probabilidad (€2, F, P) parametrizada por un conjunto 7' llamado espacio de
indices y un conjunto S en donde las variables toman valores, este conjunto es llamado
espacio de estados.



. Qué es un proceso estocastico?




. Qué es un proceso estocastico?

Definicién (Proceso estocdstico)

Un proceso estocastico o aleatorio es una funcién de dos variables X : T" x €2 — S tal
que la pareja (t,w) se le asocia el valor o el estado X (¢, w).

® Para cada valor fijo de t en T', el mapeo w — X;(w) es una variable aleatoria.

® Para cada valor de w en {2 fijo, la funcién ¢ — X;(w) es una trayectoria o realizacién
del proceso.



. Qué es un proceso estocastico?

Definicién (Funcién aleatoria)

Sea L un subconjunto del espacio de funciones ST = {f : T — S} y un espacio de
probabilidad (€2, F, P). Una funcién aleatoria es una funcién de la forma X : Q — L que
es medible para la o-algebra F definida sobre {2 y para alguna o-algebra definida sobre L.

% jLa definicién de proceso estocastico es equivalente a la definicion de funcion
aleatoria? jUna es caso especial de la otra?



Algunos tipos de procesos estocasticos

® Proceso de ensayos independientes. El proceso a tiempo discreto
{X,:n=0,1,...} puede estar constituido por variables aleatorias independientes.

® Procesos de Markov. Estos tipos de procesos son modelos en donde, suponiendo
conocido el estado presente del sistema, los estados anteriores no tienen influencia
en elos estados futuros del sistema. En formulacién matematica,

P(Xn+1 = Tp+1 ’ XO =Ty .- ,Xn = xn) = P(Xn—i-l = Tn+1 ‘ Xn = xn)



Algunos tipos de procesos estocasticos

® Procesos con incrementos independientes. Se dice que un proceso estocastico a
tiempo continuo {X; | t > 0} tiene incrementos independientes si para cualesquiera
tiempos 0 < t) <ty < ... <ty las variables Xy, Xz, — X4y, ..., Xy, — Xt,_, son
independientes.

® Procesos estacionarios. Se dice que un proceso estocéstico a tiempo continuo
{X: |t > 0} es estacionario si para cualesquiera tiempos t1, ...y, la distribucién
del vector (Xy,,...,Xy,) es la misma que la del vector (Xy, 14, ..., Xs,+n) para
cualquier A > 0.



Algunos tipos de procesos estocasticos

® Procesos con incrementos estacionarios. Un proceso estocastico a tiempo
continuo {X; |t > 0} tiene incrementos estacionarios si para cualesquiera tiempos
s <ty para cualquier h > 0, las variables X, — X411 y Xt — X tienen las
mismas distribucién de probabilidad.

® Martingalas. Un martingala a tiempo discreto es un proceso {X,, | n=0,1,...}
que cumple la condicién

E(Xn+1 ‘ X’VL :.’L‘n,...,XO :xo) = Iy.



Algunos tipos de procesos estocasticos

® Procesos de Lévy. Un proceso estocastico a tiempo continuo {X; | ¢t > 0} es un
proceso de Levy si sus incrementos son independientes y estacionarios. El proceso de
Poisson y el movimiento Browniano son ejemplos de este tipo de proceso.

® Procesos Gaussianos. Un proceso estocastico a tiempo continuo {X; |t > 0} es
un proceso Gaussiano si para cualesquiera coleccién finita de tiempos t1,...,t, el
vector (Xy,,..., Xy, ) tiene distribucén Gaussiana multivariada.



Ejercicio

Sean Xy, X1, ... los resultados de una sucesion de ensayos indpendientes Bernoulli.
Determine si el proceso {X,, :n=0,1,...}

1. tiene incrementos independientes.
2. tiene incrementos estacionarios.

3. es un martingala.
4

. cumple la propiedad de Markov.



Ejercicio

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon Bernoulli(p). Para cada ¢ > 0 defina la
variable

X, = cosmt si X =0,
sinmt si X =1.

1. Dibuje todas las trayectorias del proceso {X; |t > 0}.
2. Calcule la distribucién de X;.
3. Calcule E(X}).



Ejercicio

Demuestre que todo proceso a tiempo discreto {X,, | n =0,1,...} con incrementos
independientes cumple la propiedad de Markov.



Caminatas aleatorias



. Qué es una caminata aleatoria?

Definicion

Consideremos la variable aleatoria £ con P(§ =1) =py P(§ = —1) = q donde

p + ¢ = 1. Una caminata aleatoria es un proceso estocéstico {X,, : n=0,1,2,...}
donde Xy = 0y para n > 0 se define como X,, = X+ & + ... + &, con &; distribuida
de la misma forma que £ y ademas para i # j, & L &;.

Figura: Caminata aleatoria en Z. Figura tomada de Rincon, 2012



Caminata aleatoria

Jaimes,Nosa

Posicion Xa

“ TN
" SN A LA
o O N
i PRI 7 VAN P TAT AV
SN oy
10 A
, X ™
. VA=
10 X
-20
- M\““/V\«W
o 100 150 200 250
Tiempo (n)

Procesos estocasticos

Figura: Caminatas aleatorias simétricas en Z.
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Tablero de Galton

Figura: Orden a partir del caos: tablero de Galton


https://en.wikipedia.org/wiki/Galton_board

Momentos de una caminata aleatoria

Para cualquier entero n > 0,
* E(Xy) =n(p—q)
® Var(X,,) = 4npq

Demostracién. En efecto,
® Para la esperanza:

n n

E(Xn) =Y E(&) =>_p(1)+a(-1) =n(p—q).

i=1 i=1

® Por otra parte, se tiene que E(¢2) = p(1)? + ¢(—=1)2 = p + ¢ = 1, por lo tanto,

n

Var(X ZVar (&) =>_E(&) —E&)* =n(l— (p—q)*) = 4npq.
=1



Distribucién de X:c para 10000 caminatas aleatorias (10 pasos)

2500

2000

1500

Frecuencia

1000

500

-10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10
Posicién final (X1o)

Figura: Generamos 10000 caminatas aleatorias simétricas partiendo desde el origen y con 10 pasos, luego
de esto aproximamos la distribucién de X9 por medio de un histograma.



Distribucién de X,

Proposicién
Para cualesquiera nimeros enteros x y n tales que —n < x < n y para el caso cuando z
y n son ambos pares o ambos impares se tiene que,

n 1 1
PX,=z|Xo=0)= 3 (nta) o5 (n—2)
Para valores de = y n que no cumplen las condiciones indicadas la probabilidad en

cuestién vale cero.

% ;Qué ocurre cuando X # 07



Distribucién de X,

Demostracion. Se tiene que X,, = R,, — L,, donde R,, es la variable aleatoria que
representa el nimero de pasos hacia la derecha en el tiempo ny L,, es la variable
aleatoria que representa el nimero de pasos hacia la izquierda en el tiempo n. También
es cierto que R, + L, = n, luego R, = %(n +Xn), v
R, 1 Xn) 1 (1
=3 (n+ ; S(1+&)

l\D

Por la definicidén de £ se tiene que %(1 + &) ~ Bernoulli(p), y por la independencia de las
variables aleatorias {¢;}; se tiene que R,, ~ Binomial(n,p). Por tanto,

1 n 1 1
= = = g g *(TL+[E) 7(’”’72?)
P(X,=z|Xo=0)=P (Rn 2(n+a:)> (%(n—i—x))m q2 .



Probabilidad de regreso a la posicion de origen

Proposicion

Para una caminata aleatoria sobre Z, la probabilidad de un eventual regreso al punto de

partida es
—P—q .
<1, sip#gq



Probabilidad de regreso a la posicion de origen

Proposicion

Para una caminata aleatoria sobre Z, la probabilidad de un eventual regreso al punto de
partida es
1, sip=g,
1—|p—dq .
<1, sip#gq
Demostracion. Considere las siguientes definiciones:
pni=P(X,=0| Xo=0)

fk :P(XkZO,Xk_l#O,,X1#0|X0:0)
(...)

Revisar Rincon, 2012.



El problema del jugador

Planteamiento del problema

Suponga que un jugador A apuesta sucesivamente una unidad monetaria a un jugador B.
Inicialmente el jugador A tiene k£ unidades y B tiene N — k unidades.

En cada ronda de apuesta, el jugador A tiene probabilidad de p de ganar y probabilidad
q = 1 — p de perder, ademas no hay empates. El juego termina cuando un jugador no
tiene dinero.

Sea X, la cantidad de unidades monetarias que tiene el jugador A en el tiempo n, con
Xo = k. El conjunto {X,, : n=0,1,...} es una caminata aleatoria sobre el conjunto de

estados {0,1,...,N}.

i Cual es la probabilidad de que el jugador A se arruine?



El problema del jugador

Xn

+——» n

T

Figura: Ejemplo de X, en el problema del jugador, jeventualmente se arruinard? Imagen de Rincon, 2012.



El problema del jugador

Solucién del problema
Considere el tiempo 7 en donde por primera vez se llega a un estado donde termina el
juego:

T=min{n>0:X,=0 6 X, =N}

La pregunta se reduce a encontrar la probabilidad
P(X;=0|Xo=k)=: u.

Notemos que para k=1,2,..., N — 1,

)

up = P(X, =0 Xo=k)
=pP(X,=0|Xo=k+1)+qP(X,=0|Xog=k—1)

=P Uk+1 + q Ug—1,

para las fronteras ug = 1y uy = 0.



El problema del jugador

De la anterior ecuacién se obtiene que
_q
Upt1 — Uk = };(Uk — Up—1),

resolviendo iterativamente y usando que ug = 1:

Ug — U] = (Z) (up — 1)
2

Uz — ug = (Z) (up — 1)

q k—1
Up — Up—1 = <) (up — 1)
p



El problema del jugador

k+1 sip=1/2,

l
Definiendo Sj, = 325, (%) = {1 (g) ot y sumando las anteriores
1=(3) '
ecuaciones llegamos a que

up = 14 Sp_1(u1 — 1).
En particular 0 = uy =14+ Sy_1(ug — 1) asi, u3 — 1 = v Sustltuyendo y
simplificando se llega a la solucién

Sk—1
SNt

uk=1—



El problema del jugador

Por lo tanto,

sip=1/2,

sip#£1/2.



El problema del jugador

i
14
- p=0.01
p=102
. <o p=10.35
i:[[;gd - p=105
p=0.99 |-
— — k

10 20 30 40 50

Figura: Probabilidad u; como funcién del pardmetro k para diferentes valores de p y N = 50. Imagen de
Rincon, 2012.



El problema del jugador

1

Figura: Probabilidad u; como funcién de p para diferentes valores de dinero inicial k' y N = 50. Imagen
de Rincon, 2012.



El problema del jugador

Numero de apuestas antes de la ruina

El nimero esperado de apuestas antes de la ruina es

k(N — k) sip=gq,
k
mEg =19 1 i {a) .
ﬁ<k_N—N1—(§) sip#q

Demostracion. Condicionando sobre la primera apuesta se obtiene que my, satisface

mg=14+p mgs1 +q mg—1 k=1,2,..., N—-1
mgy =0
my =0

Revisar Rincon, 2012.



El problema del jugador

625 -

p=01p=09

10 20 30 40 50

Figura: Forma en que cambia my a medida que cambia k cuando N = 50. Imagen tomada de Rincon,
2012.



Hombre borracho vs Ave borracha

“Un hombre borracho encontrara eventualmente su camino a casa, pero un ave borracha
puede perderse por siempre” — Kakutani

® En una o dos dimensiones la caminata aleatoria vuelve infinitas veces al punto de
partida con probabilidad 1. En tres dimensiones o mas, hay una probabilidad positiva
de no volver nunca al punto de inicio.



Ejercicio

Demuestre que una caminata aleatoria simple {X,, : n > 0} sobre Z cumple la propiedad
de Markov, es decir, muestre que para cualquier valor natural de n y para cualesquiera
enteros xg, 1, - .., Tnt1, Se cumple que

P(Xn+1 = Tn+1 | XO =Ty -- ,Xn = xn) = P(Xn+1 = Tn+1 ’ Xn = I‘n)

Solucion: X, 11 = X, + &u41. Por lo que &,+1 = X411 — X, siendo &1, &a, ... variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Asi, la caminata aleatoria simple
es un proceso con incrementos independientes, y como se demostré anteriormente, todo
proceso con incrementos independientes cumple la propiedad de Markow.



Ejercicio

Para una caminata aleatoria simple {X,, : n > 0} sobre Z demuestre que
PXpt1=z)=pPX,=2—-1)+qP(X,=x+1).

Solucidn:
Por el teorema de probabilidad total,

P(Xpi1=2)=PXpt1=2z|X,=2-1)P(X,=2-1)

+PXpt1 =z X, =2+1)P(X,, =2 +1)



Ejercicio

Una particula realiza una caminata aleatoria simétrica sobre Z empezando en cero.

® ;Cudl es la probabilidad de que la particula se encuentre nuevamente en el origen en
el sexto paso?
(5)
3

)
= — =0,3125
26 16 ’

e ;Cudl es |la probabilidad de que la particula regrese al estado cero por primera vez en
el sexto paso?

De las 64 opciones, sélo hay 4 posibles que cumplen la condicién; LLRLRR,
LLLRRR,RRRLLL,RRLRLL.

i _1 = 0,0625
26 16



Ejercicio

Recurrencia. Sea {X,, : » > 0} una caminata aleatoria simple sobre Z que inicia en
Xo = 0. Sea f; j la probabilidad de que eventualmente la caminata visite el estado j a
partir del estado i, es decir,

fij = P(Xy, = j paraalgin n > 1| Xy = 1).

e Demuestre que f_11 = f-10f01 = f§.1-

Condicionando sobre X = i demuestre que foo =p fi1,0+¢q f-10 =0 f1,0 + afo,1-

® Demuestre que fo1 =p+¢q f02,1-

Resuelva la ecuacién cuadratica del item anterior y obtenga las dos raices
for =1, %, y de manera anéloga f10 =1, %.

Analice los casos p > q y p < g por separado para encontrar que foo = 2q y
fo,0 = 2p, respectivamente. Concluya que foo =2min{p,q} =1—|p—gq|.



Ejercicio

Demuestre que si p = % entonces E(X,,41 | X)) = X,,. iLa afirmacién contraria es
verdadera?
Solucién:
= E(Xnp1 | Xn) = 20 aP(Xn1 = 2[X5) = p(Xn + 1) + (X5 — 1)

= X,.
+— E(X,1|Xn) =X, +p—q. Esto esigual a X,,, sblosip=¢q = %



Cadenas de Markov



Andrey Andreyevich Markov




Cadena de Markov

|

Definicion

Una cadena de Markov es un proceso estocastico a tiempo discreto {X,, : n =0,1,...}
con espacio de estados discreto y que satisface la propiedad de Markov, esto es, para
cualquier entero n > 0, y para cualesquiera estados xg, ..., Zn+1, Se cumple
P(Xn+1 = Tn+1 | XO =Ty - ,Xn = Qj‘n) = P(Xn+1 = Tn+1 | Xn = iL‘n).

Una condicién equivalente a la anterior propiedad es poder calcular la distribucién
conjunta de las variables aleatorias X, X1, ..., X,, de la siguiente manera:

P(Xo = mo,...,Xn :xn)

:P(Xo—:t[)) (Xl =T |X0—l‘0) P(Xn:$n |Xn,1 :$n,1).

Usualmente vamos a considerar que el conjunto de estados de la cadena de Markov es el
conjunto {0,1,2,...}.



Matriz de transicion

(nn+1)
ij

pij = P(Xpnt1 =J | X» =) = No depende del tiempo: Homogénea

= P(Xpn4+1 =J | X, = i) = Depende del tiempo: No homogénea

Poo Po1
P=|Pio Pul

Proposiciéon
La matriz de probabilidades de transicién P = (p;;) cumple las siguientes dos
propiedades:

1. pij 2 0.

2. > ;pij =1.



Otros elementos

e Distribucion inicial de estados. Una cadena de Markov inicia partiendo de un
estado cualquiera o mas generalmente considerando una distribucién de probabilidad
inicial sobre el espacio de estados.

¢ Existencia. Dada una matriz estocastica y una distribucién de probabilidad inicial
existe un espacio de probabilidad y una cadena de Markov con matriz de
probabilidades de transicién y distribucién inicial especificadas.

® Probabilidades de transicion en n pasos. Dada una cadena de Markov
homogénea en el tiempo, se define:

PXpym =7 | Xm=1i) n>0
pii(n) = ¢ B
ij n=>0

poo(n) po1(n)
P(n) = | Pwo(n) pu(n)



Otros elementos

e Cadena de Markov como grafo. Si el conjunto de estados de una cadena de
Markov es finito y ademas la cadena es homogénea respecto al tiempo entonces es
posible construir una representacién como un grafo dirigido con pesos en donde cada
nodo del grafo corresponde a un posible estado ¢ de la cadena de Markov, hay una
arista (7, j) si del estado i hay una probabilidad p;; > 0 de hacer una transicién al
estado 7, tal probabilidad corresponde al peso de cada arista.

0.9



Kernel de transicion

Definicion
Sea (€2, F) un espacio medible. Una funcién P : Q x F — [0,1] es un kernel de
transicién si:

® Para cada B € F, la funcién z — P(x, B) es una funcién medible sobre €.

® Para cada x € (2, la funcién B — P(x, B) es una funcién de distribucién.

% Esta definicion es una generalizacion de la matriz de transicion?



Ejemplo: Kernel de transiciéon

Supongamos que tenemos una cadena de Markov {X,, | n =0,1,...} con tiempo discreto
y espacio de estados continuo R. Si tenemos que X,,11|X,, ~ Normal(y = X,,,02 = 1)
entonces el kernel de transicién de esta cadena estd dado por:

P(xz,B) = /B ! exp (—;(m' - :1:)2) dx’.

Por otra parte, si X, +1|X, ~ Normal(p = %Xn,a2 = e72") entonces el kernel de

transicion de esta cadena estd dado por:

1 1 1 \?
P.(x, B) :/ —————exp | — 55 <:U’ - x) dx’.
B (2me—2n)2 2e=n 2

% jCoémo es el comportamiento de las cadenas de Markov cuando el tiempo va
para infinito?



Ejercicio

0.1

Considere la cadena de Markov en tiempo homogéneo {X,, € {a,b,c} : n=0,1,...}
descrita por la figura anterior. Sea Q2 = {a, b, ¢} el conjunto de estados y
S ={X | X CQ} la o algebra definida sobre Q2. Para cada x € Q y paracada B€ S
considere la funcién P : Q x S — [0, 1] definida por P(z, B) = P(X,4+1 € B | X, = z)
para cualquier valor entero de n. Demuestre que:

® Si B = {a, b} entonces la funcién x — P(x, B) es una funcién medible.

® Si x = a entonces la funcién B — P(z, B) es una medida de probabilidad.



Ejemplo: Cadena de juguete

Considere la cadena de Markov definida por la matriz de transicién
0,8 0,2
P= (0,3 O,?) '

% i Cdémo se puede representar esta cadena de Markov con un grafo?

% jExiste & € R2 de tal manera que rl1=1 y que ™ = P'r?
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Figura: Diferentes visualizaciones gréficas para la cadena de Markov.




El grafico resume el comportamiento de una cadena de Markov de dos estados con
0,8 0,2

matriz de transicion P = 0.3 0.7

® En la primera fila:
® E| histograma de una trayectoria larga ilustra las frecuencias empiricas de visitas a los

estados.

® |a distribucién de X509 basada en muchas simulaciones muestra la estabilidad de la
cadena al final del horizonte.

® | a evolucién de las potencias P™ evidencia la convergencia hacia la distribucion
estacionaria.

¢ En la segunda fila:
® | a evolucién temporal de las frecuencias empiricas en una sola trayectoria se estabiliza
alrededor de la distribucién limite.
® |a proporcién acumulada de estados en simulaciones independientes confirma la
convergencia media.
® El error L' entre la distribucién empirica y la estacionaria disminuye con el tiempo,
reflejando la mezcla de la cadena.



Ejemplo: Cadena de dos estados

Considere una cadena de Markov (homogénea) con espacio de estados {0,1}.

a

1] 1—-a a ~ = ™ N\
P = 1—al ) _
1 ( b 1-0b ) ¢ ll\_j@;\ /@)\__)l b=t

b

Figura: Representacién de cadena de dos estados. Tomado de Rincon, 2012.

* 0<a<1ly0<bh<L 1.

% Sia=1-0blas variables X1, X5, ... son independientes e idénticamente distribuidas
con P(X, =0)=1—ay P(X, =1)=a paran > 1.
% iQué ocurre cuando a # 1 —b?



Ejemplo: Cadena de variables aleatorias independientes

Considere una sucesién de variables aleatorias independientes {&;};>1 con valores en el
conjunto {0, 1,...} y con idéntica distribucién dada por las probabilidades {a;};>o.
Considere X, := &,. El proceso estocastico {X,, | n > 1} es una cadena de Markov con
espacios de estados {0, 1,...} y con probabilidades de transicidn

pij = P(Xy=j | Xuo1 =1) = P(X, = J) = a;.
La matriz de transicidon de esta cadena de Markov es:

ap aip az
P=|a a1 a2

% Las probabilidades de transicién en n pasos estan dados por p;j(n) = a; para
cualesquiera 7,5 € {0,1,...}.



Ejemplo: Cadena de variables aleatorias independientes

Considere una sucesién de variables aleatorias independientes {&;};>1 con valores en el
conjunto {0, 1,...} y con idéntica distribucién dada por las probabilidades {a;};>o.
En este caso X, := maxi<;<n §;. El proceso estocéstico {X,, | n > 1} es una cadena de
Markov con espacios de estados {0, 1,...} y la matriz de transicién de esta cadena de
Markov es:

ao ai a2 as

0 aog+a ao as

P= 0 0 ap+aj +as ag



Ejemplo: Cadena de variables aleatorias independientes

Considere una sucesién de variables aleatorias independientes {&;};>1 con valores en el
conjunto {0, 1,...} y con idéntica distribucién dada por las probabilidades {a;};>o.
En este caso X, := 3 1<;<, &;- El proceso estocastico {X;, | n > 1} es una cadena de
Markov con espacios de estados {0, 1, ...} y la matriz de transicién de esta cadena de
Markov es:

apg a1 a2 ag

0 apg a1 az

P= 0 0 ap aig



Ejemplo: Cadena de rachas de éxitos

Sea &1,&9, ... una sucesiéon de ensayos independientes Bernoulli con probabilidad de éxito
p y probabilidad de fracaso ¢ = 1 — p. Sea X, el nimero de éxitos consecutivos previos al
tiempo n incluyendo el tiempo n. Se dice que una racha de éxitos de longitud r ocurre en
el tiempo n si en el ensayo n — r se obtiene un fracaso y los resultados de los ensayos
n —r+ 1 al n son todos éxitos. La coleccién de variables aleatorias {X,, | n =1,2,...}
es una cadena de Markov con espacio de estados {0, 1,...}.

% Las probabilidades de transicién estan dadas por

p sij=1i+1,
pij =4 sij=0,
0 en otro caso
para i,j € {0,1,...}.
% La matriz de transicién es P = .. ..
% El grafo (infinito) de la cadena de Markov es . ..



Ejemplo: Cadena de la caminata aleatoria

Una caminata aleatoria sobre el conjunto de niimero enteros constituye una cadena de
Markov con espacio de estados Z y con probabilidades de transicién

p sij=i+1,
Dij =4¢q sij=t—1,
0 en otro caso
en donde p+¢q = 1.
% La matriz de transicién es P = .. ..

% El grafo de la cadena de Markov es ...



Ejemplo: Cadena del jugador

El modelo usado para el problema del jugador estudiado anteriormente corresponde a una
caminata aleatoria sobre el conjunto de nimeros enteros {0,1,..., N} en donde los
estados 0 y N son absorbentes- Las proabilidades de transicién son:

sij=i+lyic{l,....N—1},
sij=i—1yie{l,...,N—1},
sii=jyic{0,N}

en otro caso.

Pij =

o 3

% La matriz de transiciéon para N =5es P =....
% El grafo de la cadena de Markov para N =5es ...



Ejemplo: Cadena de Ehrenfest

Sean Ay B dos urnas dentro de las cuales se encuentran distribuidas un total de NV
bolas de acuerdo a una configuracién inicial, por ejemplo, en la urna A hay i bolas y en
la urna B hay N — ¢ bolas. En cada unidad de tiempo se selecciona una bola al azar y se
cambia de urna.

77N

i bolas N — i bolas

Urna A Urna B

Figura: Figura tomada de Rincon, 2012.



Ejemplo: Cadena de Ehrenfest

Sea X, el nlimero de bolas en la urna A luego de n extracciones o unidades de tiempo.
Entonces la coleccién {X,, € {0,...,N} | n=0,1,...} constituye una cadena de
Markov con espacio de estados finito.
A partir del estado ¢ € {1,2,..., N — 1} sblo se puede pasar al estado ¢ —1 07+ 1 con
proababilidades p; ;1 = ﬁ Y Piit1 = % por otra parte pop1 =1y pynv—1 =1, en
este caso decimos que los estados 0 y N son reflejantes.

% Cual es |la esperanza de la variable aleatoria X, dada una distribucién inicial de

bolas en cada urna?

% Cual es la matriz de transicidén de esta cadena?



Ejemplo: Cadena de ramificacion

Sea &, la variable aleatoria que modela el nimero de descendientes de la k-ésima
particula. Para cada n > 0 defina X, como el niimero de particulas en la generacién n.
Entonces {X,, : n =0,1,...} es una cadena de Markov con espacio de estados
{0,1,...}.

% Las probabilidades de transicion p;; = P({1 + ... + & = j).
Si en algin momento X,, = 0 entonces se dice que la poblacién se ha extinguido y el
estado 0 es absorbente.

% Suponga que & € {0, 1,2} con probabilidades {1y, v1,12}. Dado que Xy = 1, jcudl

es la probabilidad de que X5 = 07



Ejemplo: Cadena de la fila de espera

Considere una linea de espera de clientes que solicitan algin tipo de servicio a un
servidor. Cuando hay algtin cliente esperando el servicio al inicio del un periodo, el cliente
al frente de la fila es atendido terminando el servicio al final del periodo. Si no existiera
ningln cliente en la fila al inicio de alglin periodo, entonces ningtin cliente es atendido.
Para cada entero n > 1 defina &, como el nimero de nuevos clientes que se incorporan a
la fila durante el periodo n, supongamos que las variables aleatorias {£;} son
independientes e idénticamente distribuidas con valores enteros no negativos y

P&, =k)=tarconar>0y > a,=1

Sea Xy el nimero de clientes iniciales y defina X,,11 para n > 0 como el nimero de
clientes en la fila al final del periodo n. Entonces

X i §n+]_ si Xn = 0,
n+1 — 3
Xn+&1—1 si Xy >1.

% ;Cémo calcular p;;?



Ejemplo: Cadena de la fila de espera

Hist X_0/m = 10.00/s = 0.00 HistX_1/m=12.01/s=1.73 HistX_2/m =14.02 /s =2.45
101
020 1 0.150 4
081 0.125
@ ® 0.15 o
2 06 o S 0.100
] ] ]
2 2 0.104 2 0.075
£ 04 £ £
0.050 1
4 0.05
02 0.025 4
0.0 — T T T T T 0.00 — T T T T 0.000 -
o 10 20 30 40 50 o 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Estado Estado Estado
Hist X_3/m = 16.01/s = 3.00 Hist X _4/m=18.02/s = 3.47 Hist X_5/m =20.02 /s = 3.87
0.12
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Figura: Simulacién de una cadena de fila de espera para 6 tiempos.



El grafico muestra los histogramas normalizados de los estados X hasta X5 en una
cadena de fila de espera donde:

g 1 X — 0,
Xni1 = m " &n ~ Poisson(A), A = 3.
Xn+€n+1_1a Xn Z 17

® Se simularon 50,000 trayectorias independientes partiendo de Xy = 10.
e Cada panel del arreglo 2 x 3 muestra el histograma empirico de X,,, junto con su
media y desviacién estandar.

® | a distribucién de X, se desplaza hacia valores mas pequefios en los primeros pasos,
debido al efecto del servicio (se atiende un cliente por periodo).

® A medida que avanza el tiempo, la influencia del estado inicial disminuye y las
distribuciones comienzan a concentrarse alrededor de un equilibrio determinado por
el balance entre servicio y llegadas Poisson.



Ejemplo: Cadena de inventarios

Suponga que se almacena un cierto nimero de bienes en una bodega, y que se requiere
una demanda aleatoria &, del bien en el periodo n. Sea P(§,, = k) = ax, para
k=0,1,...cona; >0y > ;ar=1. El nimero de bienes en el almacén es revisado al
final de cada periodo y se aplica la siguiente politica de reabastecimiento: si al final del
periodo la cantidad del bien es menor o igual a un cierto nivel s, entonces se reabastece
la bodega inmediatamente hasta un nivel maximo S. Si al final del periodo el niimero de
bienes es mayor a s, entonces no hay ninglin reabastecimiento. Sea X, el nimero de
bienes al final del periodo n y justo antes de aplicar la politica de reabastecimiento.
Entonces {X,, : n > 0} es una cadena de Markov con espacio de estados
{..,—2,-1,0,1,2,...,S}. Entonces

Xp—&nr1, sis< X, <8,
Xn+1 =
S — €n+17 si Xn <s.



Ejemplo: Cadena de inventarios

Cuando el inventario cae por debajo de s, el sistema reabastece hasta S y luego
descuenta la demanda del siguiente periodo. Cuando esta por encima de s, el inventario
simplemente baja segtin la demanda.

LA
2 “ Hll' VII‘ 'I “l

o 25 50 7 100 125 150 175 200
Tiempo n

Figura: Simulacién de una cadena de inventarios con S =10y s = 4.

% ;Cémo calcular p;;?



Ecuacion de Chapman-Kolmogorov

Proposicion

Para cualquier par de nimero enteros r y n tales que 0 < r < n, y para cualesquiera
estados 7 y j se cumple que

pij(n szk )pkj(n — 7).

Demostracion. Por el teorema de probabilidad total y la propiedad de Markov:
pij(n ):P(Xn:j | Xo = 1)
_Z Xn =3, Xr =k, Xo = i)

Xo—l)

:ZP X,=j| X, =k)P(X,=k| Xo=1)
k

= > prj(n —1)pir(r).

k



Ejercicios: Consecuencias

Proposicion %

Para cualesquiera estados i, y k, y para 0 < r < n, se tiene que

pij(n) 2> pik(r)prj(n — ).

Proposicién %

La probabilidad de transicién en n pasos, p;j(n), estd dada por p;j(n) = (P");;.

Proposicion %

Si p; = P(Xo = i) es una distribucién inicial, entonces la distribucién de la variable X, es

P(X,=3j)= Zpipij(n)



Transicion en n pasos

Ejemplo. Consideremos la cadena general de dos estados dada por la matriz de transicién

1—a a
r=("0 )

Esta matriz se puede descomponer de la siguiente manera:

1—a a (1 a 1 0 1 b a
b 1—b)  \1 —=b/J\0 1—a—b)a+bl\l —1

P Q D Q-1

Por lo tanto, P" = QD"Q~", y de esta manera se pueden encontrar las probabilidades
de transicién de n pasos.



Transicion en n pasos

% i Cudl es la expresidn explicita de la matriz de transicion de n pasos?

* Cuandoa+b<1(oa+b=10a+b>1), jcomo se comporta P" cuando
n — 0o?



Transicion en n pasos

Ejemplo. Toda matriz estocastica P con renglones idénticos es idempotente, es decir,

para cualquier entero n > 1, se cumple que P™ = P. Este es el caso de la cadena de

variables aleatorias independientes.

Demostracion. Sea P una matriz estocastica de tamafio k x k cuyos renglones son
7

iguales a un mismo vector m = (71,...,7m), m; >0, >, m; = 1.. Entonces P =

Calculemos la entrada (i, 5) de P%:
k k k
(P?)ij =Y PPy = mmj=my m =
=1 (=1 =1

Pero 7; es exactamente P;, asi que P? = P. Repetiendo el mismo argumento
inductivamente, P" = P para todo n > 1.



Comunicacion

Definicién

Se dice que el estado j es accesible desde el estado 7 si existe un entero n > 0 tal que
pij(n) > 0, esto se denota como i — j. Ademas, los estados i y j son comunicantes si se
cumple que ¢ — j y 7 — ¢, se escribe como ¢ < j.

Proposicién

La relacién < es una relacién de equivalencia sobre el espacio de estados de la cadena de
Markov.



Comunicacion

Ejemplo. Considere la cadena de Markov definida por la matriz de transicién

1 0 0 0
1/2 0 1/2 0
0 1/2 1/2 0
/2 0 1/2 0

P=

% ;Cudles son las clases de equivalencias generadas por la relacién de comunicacién
para esta cadena?



Comunicacion

Definicién

Una cadena de Markov es irreducible si todos los estados se comunican entre si.




Periodo

Definicion
El periodo de un estado ¢ es un ndmero entero no negativo denotado por d(i), y definido
por

d(i) = m.cd{n > 1| pi(n) > 0}
en donde m.c.d. significa maximo comin divisor. Cuando p;;(n) = 0 para toda n > 1, se
define d(i) = 0. En particular, se dice que un estado ¢ es aperiddico si d(i) = 1. Cuando
d(i) = k > 2 se dice que i es periédico de periodo k.

% ;i Cudl es el periodo de cada estado de una cadena de Markov definida por la matriz

01
= ?
r=(7 o)



Periodo

Proposicion %
Si los estados 7 y j pertenecen a la misma clase de comunicacién entonces tienen el
mismo periodo.

Demostracion. El resultado es vélido para ¢ = j. Suponga que ¢ # j, dado que los
estados estan en la misma clase de comunicacién, existen enteros n, m > 1 tales que
pij(n) >0y pji(m) > 0. Sea s > 1 un entero cualquier tal que p;;(s) >0 (...)

% El reciproco de esta proposicion es verdadero?



Primeras visitas

Definicién

Sea A un subconjunto del espacio de estados de una cadena de Markov {X,, | n > 0}. El
tiempo de primera visita al conjunto A es la variable aleatoria

{min{nZl X, €Al Xo=1} si X, € Aparaalginn>1,
TA =

(©.¢] en otro caso.

Definicién
Para cada n > 1, el nimero f;j(n) denota la probabilidad de que una cadena que inicia
en el estado ¢ llegue al estado j por primera vez en n pasos, es decir,

fij(n) = P(Xn = j, Xn-1 # j,- ., X1 # § | Xo =)

Adicionalmente se define f;;(0) = 0, incluyendo el caso ¢ = j.



% (Es cierto que fij(n) = P(1;; =n)?
% (Es cierto que f;;(1) = p;i(1)7
% Considere la cadena de dos estados. Pruebe que fo1(n) = (1 —a)" lay

fio(n) = (1 =b)" b paran>1,y, foo(n) =a(l—0)"2by fi1(n) =b(1 —a)"2a
para n > 2.



Primeras visitas

|
N

Proposicién %
Para cadan > 1,

ng me pj] n— k).



Primeras visitas

Definicion
Se define f;; = >°72 fij(n) como la probabilidad de una eventual visita al estado j a
partir del estado .

% iEl nimero f;; se encuentra bien definido, es decir, es una probabilidad?



Recurrencia y transitoriedad

Definicion
Un estado i es recurrente si f;; = 1, es decir si la probabilidad de regresar a él en un
tiempo finito es uno. Por otra parte, un estado i es transitorio si f;; < 1.



Recurrencia y transitoriedad

Proposicién

El estado ¢ es:
1. recurrente si y sélo si >, ~; pii(n) = 0o
2. transitorio si y sélo si Y, ~; pii(n) < oco.
Demostracion. Sea N; la variable aleatoria que cuenta el nimero de veces que el

proceso esté en el estado i a partir del primer paso, asi, N; = > 7% 1x,—;, cuando
Xo = ¢. Entonces N; tiene distribucién geométrica, pues

P(N; > k| Xo=1)= iPNiZk—lIoni)fii(m)Z(fu)k
m=1



La esperanza de NN;, posiblemente infinita, puede calcularse de la siguientes dos maneras.
Primero,
o0
E(N; | Xo=14)=> P(N; > k| Xo=1)

k=1
S

= Z(fu)k
k=1

_ 1{71}“ si0< fiu <1,
o0 Sifiizl.



Por otro lado, por el teorema de convergencia monétona de Lebesgue,
oo
E(N; | Xo=14) =Y E(l{x,—i | Xo=1)

:iP(Xn:HXo:i)

El resultado se sigue de igualar las anteriores dos expresiones.



Hombre borracho vs Ave borracha

Vamos a probar que en dos dimensiones para una caminata aleatoria simétrica el estado
inicial es recurrente, y para tres dimensiones una caminata aleatoria simétrica el estado
inicial es transitorio.

Consideremos una caminata aleatoria en el conjunto Z x Z con inicio en o] con el

- . 1 -1 0 0 .
siguiente conjunto de pasos {<0> , ( 0 ) , (1> , <_1>} cada uno con la misma

probabilidad.

% Para una trayectoria de longitud 2n, se cumple que

_ ("' (2n)!
"6)0) )= (4) 2 i (n—0)l(n — i)

=1

icomo se deduce esta féormula?



Hombre borracho vs Ave borracha

% Use la férmula de Stirling n! = /27 n"s e para aproximar p(o) (0) (2n).

0 0

% Compruebe que fozlp(o) (0) (2n) = 0.

0 0
% Siga el mismo esquema de demostracién para el caso en tres dimensiones y pruebe
que Z,ib‘ozlp<0> (O) (2n) < 0.
0

0
0 0



Suma parcial de probabilidades de retorno p(2n)

184

1.6

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.44

0.2

— 2D
3D

T
100

T
125

T
150

T
175

T
200

® Se definen dos funciones de caminata

aleatoria: una en 2D y otra en 3D, cada una
con pasos equiprobables en las direcciones
basicas.

Para un nimero par de pasos 2n, se estima
la probabilidad de retornar al origen
mediante simulacién Monte Carlo: se
generan muchas trayectorias y se cuenta
cuantas terminan en cero.

Con estas estimaciones se construye la suma
parcial Sy(N) = >N, poo(2n), que permite
visualizar la diferencia fundamental: en 2D
la suma crece sin limite (recurrencia),
mientras que en 3D se estabiliza
(transitoriedad).



Recurrencia y transitoriedad

@
|

Proposicion
La recurrencia es una propiedad de clase, es decir,
1. Si i es recurrente y i <> j entonces j es recurrente.

2. Si i es transitorio y 7 <+ j entonces j es transitorio.

Demostracion. Si i <+ j entonces existen enteros m,n > 1 tales que p;;(n), pji(m) > 0.
Entonces p;j(m +n + 1) > pji(m)pii(r)pij(n), de modo que,

[e.e]
Y pjj(m+n+7) > pji(m)py(n Zpu
r=1

luego, como 17 es recurrente entonces > o2 p;i(r) = oo lo que implica que
Y21 pjj(m+mn+1) = oco. La segunda afirmacién se demuestra por contradiccién
usando el primer resultado. O



Recurrencia y transitoriedad

Ejemplo. La cadena de dos estados es irreducible y recurrente cuando a,b € (0,1). En
efecto, tenemos que foo(1) =1 —ay foo(n) = a(1 — b)"~2b para n > 2. Por tanto,

fOOIifoo(n):(l—a)Jrabi(lin)n—Q:(1ia)+aib:1.

n=1 n=2 b



Recurrencia y transitoriedad

Ejemplo. Considere la cadena de rachas de éxitos. En este caso es sencillo demostrar que
el estado 0 es recurrente pues

f00=Zfoo(n)zq(1+p+p2+...)ziz1.
n=1

Dado que la cadena es irreducible y la recurrencia es una propiedad de clase, cualquier
otro estado es recurrente. Por lo tanto, la cadena es recurrente.



Recurrencia y transitoriedad

3
|
N

Proposicién

Sea j un estado transitorio. Para cualquier estado inicial i se cumple que
>ome1pij(n) < co. En consecuencia lim,, o pij(n) = 0.

Demostracién. Dado que todos los términos son no negativos:

[e's) co n—1
Zpij Z wa k)pj; (k)
n=1 n=1 k=0
= Z Z fZJ p]] Z Z fzg p]]
k=0n=k+1 k=0m=1

= fi5 Y _pjj(k) <D pjj(k) < oo
k=0 k=0



Recurrencia y transitoriedad

Proposicion

Toda cadena de Markov finita tiene por lo menos un estado recurrente.

Demostracién. Por contradiccién, suponga que todos los estados son transitorios.
Entonces para cualesquiera estados i y j, se cumple que la suma Y72, p;;i(n) es finita.
Sumando sobre el conjunto finito de todos los posibles estados j se obtiene:

o
Z Z pij(n) < oo.
7 n=1
Por otro lado, intercambiando las sumatorias se llega a la afirmacién contraria:
o0 oo oo
YD piin) =D ) pij(n) =) 1=cc.
j n=1 n=1 j n=1

Lo cual es una contradiccién. O



Tiempo medio de recurrencia

Definicion
El tiempo medio de recurrencia de un estado recurrente j, a partir del estado i, se define
como la esperanza de la variable aleatoria

7ij =min{n >1 : X, =j| Xo =1},

y se denota por f;;, es decir,

oo

pij = E(rij) = > nfij(n).

n=1



Tiempo medio de recurrencia

Ejemplo. La cadena de dos estados es irreducible y recurrente cuando a,b € (0,1).
Tenemos que foo(1) =1 —ay foo(n) = a(l — b)"~2b para n > 2. Por tanto,

[e.9]

,uo():anoo() 1—CL —f—abz 1—b

n=1
b+1

a+b
o

% Demuestre que W + E =1.

% /El tiempo medio de recurrencia es una propiedad de clase?



Ejercicio

Considere la cadena de Markov representada por el grafo en la figura anterior. Para
cualesquiera estados i, j halle el valor de f;;, Y72 pij(n) y de p;;, luego de esto, haga
una clasificaciéon de estados.



El problema del mono

Un mono escribe caracteres al azar, cada uno elegido uniformemente de un alfabeto de
tamafio m. Queremos saber si el mono es capaz de reproducir con exactitud una obra de
Shakespeare. Las obras completas de este autor tienen N caracteres.
Definimos X,, como el niimero de caracteres correctos consecutivos alcanzados hasta el
tiempo n. Entonces (X,,) es una cadena de Markov de racha de éxitos con estados
{0,1,...,N}:

1 m—1

P(Xn+1=ﬂf+1|Xn=95):Ev P(Xn+1=0‘Xn:x):T'

La cadena es finita, irreducible y recurrente. Por tanto, cada estado es visitado
infinitamente muchas veces con probabilidad uno.

En particular, el estado N (escribir toda la obra sin error) ocurre infinitas veces con
probabilidad uno.



Ntimero de visitas

Definicién

El nimero de visitas al estado j de la cadena de Markov partiendo de un estado i se
define como la variable aleatoria NV;;(n) cuando se han dado n > 1 pasos:

Nij(n) = Y 1{xu=j|Xo=s}-
k=1

Cuando n — oo se define:

o0
Nij = D 1ixn=j|Xo=i}-
k=1



Teorema ergddico para cadenas de Markov

Proposicion

Para cualesquiera estados ¢ y j de una cadena de Markov irreducible se cumple que

N;:(n 1 .
1im Ny(n) _ L casi seguramente
n—00 n i

donde Njj(n) es el nimero de visitas al estado j iniciando desde ¢ hasta el tiempo n, y
t; es el tiempo de retorno esperado al estado j. Este limite es cero cuando y; = 0.

% jCoémo se interpreta este teorema?



Recurrencia positiva y nula

Definicién

Se dice que un estado recurrente i es:

1. recurrente positivo si p;; < 0o.

2. recurrente nulo si p;; = co.

Proposicion %

La recurrencia positiva y la recurrencia nula es una propiedad de clase.




Recurrencia positiva y nula

Proposicion %

No existen estados recurrentes nulos en cadenas de Markov finitas.



Ejemplo. La caminata aleatoria sobre Z satisface que

o0
4pq
Hoo = nfoo(n) = ——m——.
N T

Por ende, si la caminata es simétrica entonces el estado origen es recurrente positivo.
Demostracion. Sea foo(n) la probabilidad de primer retorno al origen en tiempo n y

F(s) = Z foo(n)s™.

n>1

Sea también u,, = P(X,, = 0| Xo = 0). Para la caminata simple en Z:

2n
Ugn = <n ) (rq)", ugn+1 = 0.

Su serie generadora es

2n 1
=T =5 (P



La relacién de renovacién entre visitas y primeros retornos da:

U(S):llF(s) = F(s)zl—Ués)zl—\/l—élpqsz.

Como la esperanza existe cuando la probabilidad de retorno es 1, se tiene
fio0 = F'(1).

Derivando: 4

S
F'(s) = ———p,
V1 —4pqs?
y evaluando en s = 1 se obtiene

4pq

V1—4pq’

En el caso simétrico p = ¢ = % el denominador se anula y pgg = +0o0; el origen es
recurrente pero no positivo recurrente.

poo = F'(1) =



i

fii

‘ > one1 Pii(n) ‘

Hii

Recurrente positivo
Recurrente nulo
Transitorio



Evolucion de distribuciones

Una matriz estocastica define una dindmica sobre el conjunto de distribuciones de
probabilidad de una cadena de Markov.
Consideremos un espacio de estados finito {0,1,...,n}, y una distribucién inicial

70 = (71'(()0), 7'('%0), .. ,71'(0)).

Después de un paso, la cadena tiene una nueva distribucién 7(1), donde la componente j

satisface
(1) Z el p”



Evolucion de distribuciones

La actualizacién anterior puede escribirse de manera compacta como
0 =70p
donde P = (p;;) es la matriz de probabilidades de transicién.
Poo -+ Pon
1 0 : .
(71'(()),...,7'['(1)):(71'(()),...,71'(0)) :

n0 " Pnn

Esta regla expresa que las distribuciones evolucionan linealmente bajo la accién de P.



Evolucion de distribuciones

Aplicando la misma regla en cada paso se obtiene
7 =70 p = 7O p2
y en general, para cualquier m > 1,

Asi, la matriz P gobierna completamente la evolucién temporal de la distribucién de
estados de la cadena.



Ejemplo. Consideremos la matriz estocastica

P:

= O O
= O =
—_

N
1
e
I
~
Sl
=
Sle
—

Cada distribucién evoluciona como

7™ = gm=D) p — 70 pm,
Los primeros vectores son:
M = (045,055, 0), 73 =(0,0,45,0,55),

3 = (0,275, 0,275, 0,45), 7™ = (0,225, 0,50, 0,275).



Paso 0 Paso 1 Paso 2 Paso 3
L0 1.0 10 1.0
0.8 4 0.8 { 0.8 4 0.8
0.6 4 0.6 | 0.6 4 0.6
0.4 4
0.2
0.0
Paso 4 Paso 5 Paso 6 Paso 7
L0 1.0 10 1.0
0.8 4 0.8 0.8 4 0.8
0.6

1

1

Paso 8 Paso 9 Paso 10 Paso 11
L0 1.0 10 1.0
0.8 4 0.8 { 0.8 4 0.8
0.6 1 0.6 { 0.6 1 0.6

0.0 -

0.0-

0.0-




Ejemplo. Considere la matriz estocastica

0 1

con distribucién inicial 7(% = (a,1 — a) con a € [0, 1]. Por tanto, la sucesién de
distribuciones de probabilidad es

W = (1-a,a)
@ = (0,1 -a)
¥ =(1-a,a)
7@ = (0,1 — )

Esta sucesion de distribuciones no es convergente a menos que o = 1/2.



Distribuciones estacionarias

Definicién
Una distribucién de probabilidad = = (mg, 71, . ..) es estacionaria o invariante para una
cadena de Markov con matriz de probabilidades de transicién P = (p;;) si 75 = >, Tipij.

® Es equivalente a afirmar que m = P en el caso finito.

® Si X tiene distribucién inicial 7 entonces X, tiene distribucién 7 para n > 1.



Distribuciones estacionarias

Ejemplo (no existencia). Para la caminata aleatoria simétrica sobre Z no existe ninguna
distribucién estacionaria pues la condiciéon m = 7P se traduce en el sistema de ecuaciones
1 1 .
7rj:§7rj_1+§7rj+1, JEZ
o bien, w41 —m; = m; — m;_1, lo que implica que para todo entero n > 1 se tiene que
Tp — mo = n(m — mo) de lo cual se deduce que m; — 7y = 0. Por tanto 7; es constante

para todo j € Z, pero esto es incompatible con la condicién de que > m; = 1.



Distribuciones estacionarias

Ejemplo (multiple existencia). Considere la cadena de Markov definida sobre el

conjunto de estados {0, 1,2} y con probabilidades de transiciéon dada por la siguiente
matriz:

P=

O Wl =
O wik O
= Wi O

Es facil comprobar que para cualquier « € [0,
el sistema de ecuaciones m = 7P.

—_

| la distribucién m = (1 — «, 0, «) satisface



Distribuciones estacionarias

Ejemplo (existencia Ginica). La cadena de dos estados dada por la matriz

1—a a
r=("" )

tiene una dnica distribucidn estacionaria dada por

7'(':(77'0,71'1):( b a )

a+b a+b

cuando a + b > 0.
% ;iQué ocurre cuando a +b =107?



Ejercicio

Halle una distribucién estacionaria para la cadena de Markov representada por el grafo a
continuacién.




Distribuciones estacionarias

% Demuestre que el conjunto de distribuciones estacionarias es convexo.

% Demuestre que el conjunto de distribuciones estacionarias es vacio 6 solo consta de
un elemento 6 es infinito.



Distribuciones estacionarias

Proposicién (Soporte de una distribucion estacionaria).

Sea 7 una distribucién estacionaria para una cadena de Markov. Si j es un estado
transitorio o recurrente nulo, entonces 7; = 0.

Demostracion. Si j es un estado transitorio o recurrente nulo, entonces para cualquier
. . ’ 1 n o . .z

estado i se tiene que limy, o0 7 Y ;—; Pij(k) = 0. Como 7 es una distribucién

estacionaria entonces

12
= Zﬂ'z‘pij < Zﬂ'i (n me(k)> )
i i k=1

asi, cuando n — oo se tiene que m; — 0.



Distribuciones estacionarias

Proposicién (Existencia y unicidad de una distribucién estacionaria).

Toda cadena de Markov irreducible y recurrente positiva tiene una tnica distribucion
estacionaria dada por 7; = t > 0, en donde y;; es el tiempo medio de recurrencia al
estado j. En particular toda cadena finita e irreducible tiene una Gnica distribucién
estacionaria.

Demostracién. Sea 7; = ;% Demostraremos que
77
1. T = Zz Wipij-
3. m; es (nica.

(...)



Distribuciones estacionarias

Ejemplo. La cadena de Markov de dos estados es finita e irreducible cuando a +b >0y
por lo tanto recurrente positiva. Sabemos que por la proposicién anterior existe una tnica
distribucion estacionaria para esta cadena que estd dada por m = 7Py >, m; =1, o de

manera explicita,
b a
r= ) = (505

Por otra parte, por el resultado anterior también podemos calcular

( )_(1 1>_<a—|—b a—l—b>
Moo, H11) = g g = b ' a .




Distribuciones estacionarias

Ejemplo. La cadena de Ehrenfest es finita e irreducible y en consecuencia recurrente
positiva. Por lo tanto existe una tnica distribucién estacionaria. Resolvendo el sistema de
ecuaciones T = 7P junto con >, m; = 1 se encuentra que la distribuci6n estacionaria

tiene distribucién Binomial(n,p) con p = % es decir,

(N1
T = ] 2N



Distribuciones estacionarias

Para fines ilustrativos tomemos N = 2, es decir, se tienen Unicamente dos bolas
distribuidas en las dos urnas de la cadena de Ehrenfest, entonces la distribucién
estacionaria es ™ = (m, 71, m2) = (%, %, i)

En vista del teorema ergddico, esto significa que, a largo plazo, la cadena de Ehrenfest se
encontrara en el estado 1 el 50 % del tiempo, y en los estados 0 y 2 el 25 % del tiempo en
cada uno de ellos. Los tiempos medios de recurrencia son 1 = (oo, 11, p22) = (4,2,4),
es decir, si por ejemplo la cadena se encuentra en alglin momento en el estado 0,
entonces tardard en promedio 4 tiempos para regresar nuevamente a ese estado.



Ejercicio

Considere la cadena de rachas de éxitos. Halle explicitamente una distribucién
estacionaria para esta cadena de Markov y calcule los tiempos medios de recurrencia.



Distribuciones limite

Definicién

Considere una cadena de Markov con matriz de probabilidades de transiciéon P = (p;;) y
distribucién inicial 7¥. Se llama distribucién limite de la cadena a

7= lim 7°P", Ty = Zﬂ'? ul)néop”(n)} .
(2

n— o0

% Pruebe que toda distribucién limite es estacionaria. jEl reciproco es cierto?



Distribuciones limite

Ejemplo. Se puede comprobar que la distribucién (%, %) es estacionaria para la cadena
con la matriz de probabilidades de transicién

p:<g ;).

Sin embargo, las potencias de P no convergen puesto que

0 1 1 0
2n+1 __ 2n __



Ejercicio

Halle el limite de la sucesién {P"},cn para la cadena de Markov representada por el
grafo a continuacién. Luego de hallar la matriz limite P de la sucesién calcule el espacio
propio de PT asociado al autovalor 1. iLa distribucién estacionaria de esta cadena de
Markov se encuentra en este espacio?




Distribuciones limite

Proposicién (Limite — Estacionaria)

Considere una cadena de Markov con probabilidades de transicién p;; tales que
7j = lim,,_, pi;j(n) existen para cada j y no dependen del estado i. Entonces

1. Z] 7Tj == 1.

2. T = Zz T3 Pij -
Cuando el espacio de estados es finito se cumple la igualdad en el primer resultado
obteniendo una distribuciéon de probabilidad verdadera.



Distribuciones limite

Proposicién %
Considere una cadena de Markov que es irreducible, aperiddica y con distribucién
estacionaria 7. Entonces para cualesquiera estados 7 y j se tiene que lim,, pl-j(n) = 7.



Distribuciones limite

Proposicién

Considere una cadena de Markov que es irreducible, recurrente positiva y aperiddica.
Entonces las probabilidades limite 7; = lim,, .o pi;j(n) existen y estan dadas por

mj = 1/pj; y constituyen la tinica solucién al sistema de ecuaciones 7; = Y, m;p;;, sujeto
a las condiciones 7; > 0y >_; m; = 1.

Demostracion. Como la cadena es irreducible y recurrente positiva, tiene una
distribucién estacionaria dada por 7; = ;% Es decir, es la tGinica solucién al sistema de
73

ecuaciones m = 7P con m; > 0y >, m; = 1. Ademds por aperiodicidad, p;j(n) — m;. O



Cadenas regulares

Definicién




Cadenas regulares

Proposicion

Demostracion.




Cadenas regulares

Proposicion

Demostracion.




Cadenas reversibles




Ejercicio

Demuestre que

1. Si Py @ son dos matrices estocasticas (o doblemente estocéasticas) de la misma
dimension, entonces P() también es estocastica (o doblemente estocastica).

2. Si P es estocastica (o doblemente estocastica) entonces para cualquier entero
positivo n se tiene que P™ es estocastica (o doblemente estocastica).



Ejercicio

Sea {X,, : m >0} una cadena de Markov con dos estados {0, 1} con distribucién inicial
P(Xy=0)=1y P(Xo=1) =3y con matriz de probabilidades de transicién

04 06
P= (0,9 o,1>'

Calcule
1. P(Xo=0,X1 =1,X5=0).
P(Xo=0]X;=1).
P(X;=0).
P(Xy=1).

P(Xo=0,X;=0,Xo=1,X3=1).
La distribucién de X5.

La distribucién conjunta de X; y Xo.
La esperanza condicional E(X3 | X7).

®© N oUW N



Ejercicio

Sea {£1,&2, ...} una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, con valores en el conjunto {1,2,...}. Interpretamos estas variables como los
tiempos de vida de articulos puestos en operaciéon uno después de otro en un proceso de
renovacion en tiempo discreto. Sea Xy = 0 y para cada n > 1 definimos

Xn=& 4+ +&,. Paracada k € {1,2,...} definimos N, = méx{n >1: X, <k}.Si
el conjunto es vacio, tomamos Ny = 0. Asi, N, cuenta el nimero de renovaciones
efectuadas hasta el tiempo k. Definimos también Ay, = k — Xy, , es decir, la edad del
articulo en operacién en el instante k, o el tiempo transcurrido desde la

altima renovacion.

Demuestre que el proceso {Ay : k > 1} es una cadena de Markov con espacio de estados
{0,1,2,...} y probabilidades de transicién

P(X =i+1) P(X >i+2)

Pio = m7 Pii+1 = m



Ejercicio

Sea {X,, : n > 0} una cadena de Markov de dos estados. Demuestre que el proceso
Y, = (Xp+1, Xy,) es una cadena de Markov.
Determine:

® El espacio de estados del proceso {Y,}.
® | a matriz de probabilidades de transicién de esta nueva cadena.

Finalmente, generalice este resultado para cualquier cadena con espacio de estados

0,1,...}.



Ejercicio

Se colocan N bolas negras en una primera urna, y N bolas blancas en una segunda urna.
Se selecciona al azar una bola de cada urna y se intercambian. Este ensayo se repite
varias veces.
Sea X,, el nimero de bolas blancas en la primera urna después del n-ésimo ensayo.

e Justifique que {X,, : m > 1} es una cadena de Markov.

® Encuentre la matriz de probabilidades de transicién.



Ejercicio

Sea &), &1, ... una sucesién de variables independientes con idéntica distribucién Ber(p).
Determine si el proceso {X,, : n > 1} definido a continuacién es una cadena de Markov.

En caso afirmativo, determine su espacio de estados y la matriz de probabilidades de
transicion.

a) Xn = fn + fnfl-

b) X =Xno1+ &0,
¢) Xo = Xn1 + & (méd 2).



Ejercicio

Dibuje un diagrama de transicién, determine las clases de comunicacién y calcule el
periodo de cada uno de los estados para la cadena con matriz de transicién

a)

11 1 1
o 11§
0 = =
— 2 2
P=lo 0 01
0010
b)
00001
00100
P=|0 00 3 3
00100
111 1 1
5 5 5 &5 5



Ejercicio

Una persona se traslada todos los dias de su casa a la oficina en la mafiana, y de la
oficina a su casa por la tarde. Tiene un coche que usa en cualquiera de estos dos viajes
en caso de lluvia, siempre y cuando el coche esté disponible. A veces el coche no esta
disponible porque la persona decide dejarlo en la casa o en la oficina y caminar cuando al
salir no esta lloviendo. La probabilidad de lluvia en la mafiana o en la tarde es p > 0,
independiente entre si.

a) Demuestre que la proporcién de viajes a largo plazo en los cuales la persona se moja
p(1-p)
p(2-p)-
b) Demuestre que cuando la persona posee r coches, la proporcién a largo plazo de

fai | [ : p(1—p)
Viajes en 10s cuales se moja es T-(1p)"

€s



Métodos de Monte Carlo basados en cadenas de Markov
(MCMC)




Convergencia de métodos MCMC




Conteo aproximado




Algoritmo Propp-Wilson




Sandwiching




Propp-Wilson y aleatoriedad de lectura unica




Recocido simulado




Hidden Markov chains
Higher order Markov chains
Multivariate Markov chains
Markov decision processes

Applications


https://langvillea.people.charleston.edu/MCapps7.pdf

Procesos de Poisson



Proceso de Poisson

Primera definicién

Sea T1,T5, ... una sucesion de variables aleatorias independientes con distribucién
Exponencial(\). El proceso de Poisson de parametro A es el proceso a tiempo continuo
{X; : t >0} definido de la siguiente manera:

X;=méx{n>1: Ti+To+...+ T, <t}.

e El proceso inicia en cero y para ello se define max () = 0.

® | a variable X; es el entero n maximo tal que 71 + ... + T}, es menor o igual a t.

® 71,75, ... se llaman tiempos de estancia.

o 71,15, ... g Exponencial(\), en consecuencia la variable W,, =T + ...+ T, tiene

distribuciéon W,, ~ Gamma(n, A). Luego, (X; > n) = (W,, <1t).



Figura: El tiempo de Poisson y los tiempos de ocurrencia del evento. Tomado de Rincon, 2012.

Jaimes,Nosa Procesos estocasticos 2025 196/424



|

Proposicién
La variable X; tiene distribucién Poisson(At). (E(X;) = Var(X;) = At)

Demostracion. Como W,, ~ Gamma(n, ), su funcién de distribucion es, para t > 0,

P(W, <t) *”Z

Entonces para cualquier t >0y n=20,1,...

P(Xt:n):P(XtZn)—P(thn—l)
P(W, <t) — P(Wy_1 < n)

_ e (A)F
¢ TR




Ejemplo. Se realiza una simulacién completa del proceso de Poisson homogéneo con
pardmetro A = 1 y se producen cuatro visualizaciones:

® Se generan 11, ...,T15 como variables Exponencial(1) y se calcula W,, = Y"1 | T;.

® Se construye una trayectoria del proceso X; usando la relacién
X = méx{n : W,, <t}.

® Se realizan 50,000 simulaciones independientes para estimar la distribucién empirica
de X5.

La figura final es un panel 2 x 2:

Tiempos de estancia T;.

1)
,2) Tiempos de llegada acumulados W/,.
1) Trayectoria simulada del proceso X;.
2)

Histograma normalizado que aproxima la distribucién de X5.
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Pérdida de memoria. Si 7' ~ Exponencial(\) entonces para cualesquiera tiempo s, > 0
se cumple la igualdad
P(T>s+t|T>s)=P(T>t).



Proposicién

Para cualesquiera tiempos 0 < s <ty paran=0,1,...

a(t—s) [A(E— )]
P(X;—Xs=n)=P(X;_s=n) = e >%.

Demostracion.

P(X;—Xs=n)=> P(X;—Xs=n|X;=k)P(X;=k)
k=0

= i P(Xt—s = n)P(Xs = k)
k=0

= ID_(Xt_s = n)



El proceso de Poisson {X; : ¢t > 0} satisface las siguientes propiedades:
1. Es un proceso de Markov.
2. Tiene incrementos independientes.
3. Tiene incrementos estacionarios.
4

. Para cualesquiera s,t > 0y enteros 0 < ¢ < j, las probabilidades de transicién son

Y (At)/
(=t

® | as probabilidades de transicién no depende del tiempo. Son estacionarias en el
tiempo. Se escriben como p;;(t).

P(Xpps=j | Xo=1) =

® | as probabilidades de transiciéon son también estacionarias en el espacio puesto que
Pij(t) = poj—i(t).



Proposicion %

Sea {X; : t >0} un proceso de Poisson de parametro A y sea S una variable aleatoria
continua con soporte en el intervalo (0, 00) e independiente del proceso de Poisson.
Entonces para cualquier ¢t > 0, el incremento Xg;; — X; tiene distribucién Poisson(At).

Proposicion %

Sean {X; : t >0}y {Y: : t> 0} dos procesos de Poisson independientes con
pardmetro A1 y Ay respectivamente. El proceso {X; +Y; : ¢ > 0} es un proceso de
Poisson de pardmetro A1 + Ao.



Proposiciéon

Sean s y t tiempos tales que 0 < s < t, y sean k y n enteros tales que 0 < k < n.

Entonces " "
n s s\"~
P(X,=k| X, =n) = <k> (;) (17)

|

Proposicion

Sean X (t) y Xa(t) dos procesos de Poisson independientes con pardmetros A1 y Ao
respectivamente, y sean k y n enteros tales que 0 < k < n. Entonces,

P(G() = k[ X (1) + X5(t) =n) = <Z><)\1)-\|-1)\2>k<)\1)-\1-2)\2>n_k'




Proposicion

Dado el evento {X (t) = n}, el vector de tiempos reales (Wi, ..., W,,) tiene la misma
distribucién que el vector de estadisticos de orden (Y(l), e ,Y(n)) de una muestra
aleatoria Y7, ...,Y, de la distribucién uniforme en el intervalo [0, ¢]. En particular,

n! )
S Wl x (6 (W15 - wn | 0) = S O<w <+ <wy <t

y cero en otro caso.



Ejercicio

Los clientes de una tienda entran al establecimiento de acuerdo a un proceso de Poisson
{X; :t >0} de parametro A\ = 4. Calcule e interprete:

a) P(Xy=1).
b) P(X; =3, Xz = 6)
c) P(X1=0|X5=4)
d) P(X=4] X, =2)
e) P(Xa2 <3).
f) P(X;>4]X; >2)



Ejercicio

Los pasajeros llegan a una parada de autobls de acuerdo a un proceso de Poisson
{X;:t >0} de parametro A\ = 2. Sea 7 el instante en el que llega el primer autobds.
Suponga que T es una variable aleatoria con distribucién Unif(0, 1) e independiente del
proceso. Calcule:

a) E[X; | 7=1].
b) E[X,].

c) E[X2|7=t].
d) Var(X,).



Ejercicio

Sea {X; :t > 0} un proceso de Poisson de pardmetro A = 2. Sea W), el instante del
n-ésimo evento. Calcule:

a) E[X5].
b) E[X5 | X2 =1].
c) E[Ws].
d) E[Wr | Xo =3].
e) E[Wr7 | W5 =4].
f) E[W7].



Ejercicio

Sea {X; :t > 0} un proceso de Poisson de pardmetro A. Sea T" una variable aleatoria con
distribucién Exponencial() e independiente del proceso de Poisson. Encuentre la funcién
de densidad de la variable Xp.



Ejercicio

Suponga que un cierto aparato eléctrico sufre desperfectos a lo largo del tiempo de
acuerdo a un proceso de Poisson de parametro A. Cada vez que el aparato se
descompone es enviado a reparaciéon y luego es puesto en funcionamiento nuevamente. El
aparato se reemplaza por uno nuevo cuando el tiempo entre dos descomposturas
sucesivas es menor o igual a una constante a > 0, incluyendo el tiempo antes de la
primera reparacion. Encuentre:

1. La funcién de densidad del tiempo de vida (til del equipo antes de ser reemplazado.

2. El nimero de reparaciones antes del reemplazo.



Ejercicio

Sea {X; :t > 0} un proceso de Poisson de pardmetro A. Demuestre que, condicionado a
que el proceso tiene exactamente un salto en el intervalo [s, ], el instante en el que
ocurre ese salto se distribuye uniformemente en dicho intervalo.



Ejercicio

Suponga que los mensajes llegan a una cuenta de correo electrénico de acuerdo a un
proceso de Poisson de pardmetro A. Cada mensaje es de tipo “basura” con probabilidad
a y de tipo “no basura” con probabilidad 1 — «.
1. Dado que hasta el tiempo ¢ han llegado n mensajes, encuentre la distribucion del
nimero de mensajes tipo basura.
2. Suponiendo que se recibe un mensaje basura en algiin momento, encuentre la

distribucién del niimero total de mensajes recibidos hasta la llegada del siguiente
mensaje basura.

3. Encuentre la probabilidad de que al tiempo ¢ hayan llegado mas mensajes basura que
no basura.



Ejercicio

Sea {X; :t > 0} un proceso de Poisson de tasa A y sean dos tiempos 0 < s < t. Defina
X(s,1) como el nimero de eventos del proceso que ocurren en el intervalo (s,t].
Demuestre que, condicionado a la ocurrencia del evento {X; = n}, la variable X(s, tiene
distribucién Binomial(n, 1 — s/t).



Definiciones alternativas

Definicién

Un proceso de Poisson de pardmetro A > 0 es un proceso a tiempo continuo
{X; :t >0}, con espacio de estados {0,1,2,...}, que cumple:
a) Xo =0.
b) Tiene incrementos independientes y estacionarios.
c¢) Para cualquier t > 0 y cuando h — 0,
I) P(Xt+h — Xt = 1) = \h + O(h),
H) P(Xt+h = Xt > 2) = O(h)



Ejemplo. A partir de la definicién anterior vamos a demostrar que la variable X;, s — X
tiene distribucion Poisson(At). Se define p,,(t) = P(X; = n) y se considera cualquier

h > 0. Denotaremos por p,(t,t + h) a la probabilidad P(X;i; — X; =n). Por la
hipétesis de independencia, para t > 0 y cuando h — 0,

po(t +h) = po(t) po(t,t + h) = po(t) (1 — Ah + o(h)).
Haciendo h — 0 se obtiene la ecuacién diferencial
po(t) = =Apo(t),

cuya solucién es po(t) = ce™*, donde la constante ¢ es uno por la condicién inicial
po(0) = 1.
Ahora encontraremos py,(t) para n > 1. Nuevamente por independencia,

pu(t+h) =pu(t) po(t,t + h) + po-1(t) p1(t,t + h) + o(h)

= pn(t) (1 = Ah+ o(h)) + pn-1(t) (Ah + o(h)) + o(h).



Haciendo h — 0 se obtiene
Pp(t) = =Apa(t) + Apn_1(t),

con condicién inicial p,,(0) =0 para n > 1.
Definiendo g,,(t) = eMp,(t), la ecuacién diferencial se transforma en

q;z(t) = )\Qn—l(t)y qn(O) =0, qo(t) =1.

Esta ecuacidn se resuelve iterativamente primero para ¢ (t), después para ¢a(t), y asi
sucesivamente; en general,

B (At)"
gn(t) = n!
Por lo tanto, ( )
)"
Y
pn(t) =e o

Esto significa que X tiene distribucién Poisson(\t). Debido al postulado de incrementos
estacionarios, la variable X;1s — X tiene la misma distribucién que X;.



Definiciones alternativas

Definicion
Un proceso de Poisson de pardmetro A > 0 es un proceso a tiempo continuo {X; : ¢t > 0},
con espacio de estados {0,1,2,...}, con trayectorias no decrecientes y que satisface:

a) Xo=0.

b) Tiene incrementos independientes.

c¢) Para cualesquiera s >0yt >0,

Xi+s — X5 ~ Poisson(At).



Ejercicio

Demuestre que las tres definiciones del proceso de Poisson dadas anteriormente
son equivalentes.



Proceso de Poisson no homogéneo

Definicion
Un proceso de Poisson no homogéneo es un proceso a tiempo continuo {X; : t > 0}, con
espacio de estados {0,1,2,...}, cuyo parametro es una funcién positiva y localmente
integrable A(¢), y que cumple:
a) X() = 0.
b) Los incrementos son independientes.
c¢) Para cualquier t > 0 y cuando h — 0,
1) P(Xe1n — X =1) = X(t) b+ o(h),
1) P(Xiqp — Xy > 2) =o(h).

% i Qué cambia respecto al proceso de Poisson homogéneo?



Proposicion
Sea {X; :t > 0} un proceso de Poisson no homogéneo con parametro A(t). Entonces la
variable X; tiene distribucién Poisson(A(t)), donde

A(t) = /Ot ()

En particular, paran =0,1,2,...,




Proposicién
Para el proceso de Poisson no homogéneo, la variable incremento Xy — X, tiene
distribucién Poisson(A(t + s) — A(s)).

Demostracion. Se escribe X; = X, + (X; — X5), en donde, por el axioma de
incrementos independientes, en el lado derecho aparece la suma de dos variables
aleatorias independientes. Recordando que la funcién generadora de momentos de la
distribucién Poisson(\) es M (r) = exp(A(e” — 1)), al aplicar este resultado a la ecuacién
anterior se obtiene exp(A(t) — A(s))(e" — 1) = exp(A(s)(e" — 1)) Mx,—x, ().
Por lo tanto, Mx,_x,(r) = exp((A(t) — A(s))(e" — 1)). O
® A la funcién A(t) se le llama funcién de intensidad y a A(t) se le conoce como
funcién de valor medio. A un proceso de Poisson no homogéneo en donde
{A(t) : t > 0} es un proceso estocastico se le llama proceso de Cox.



Proceso de Poisson compuesto

Definicién
Sea {N; : t > 0} un proceso de Poisson y sea Y7, Y5, ... una sucesién de variables

aleatorias independientes, idénticamente distribuidas e independientes del proceso de
Poisson. Sea Y; = 0. El proceso de Poisson compuesto se define como:

N¢
Xi=) Y,
n=0



Proposicion

El proceso de Poisson compuesto cumple las siguientes propiedades:

Tiene incrementos independientes y estacionarios.
E(X:) = ME(Y).

Var(X;) = ME(Y?).

Cov(Xy, X5) = AE(Y?) min{t, s}.

La funcién generadora de momentos de X; es

Sl R

Mx,(u) =E (e"Xt> = exp [t (My(u) —1)].



Ejemplo (Monto de reclamaciones en seguros).

® Proceso de reclamaciones:
{Ny:t >0}, Ny ~ Poisson(At),

donde A > 0 es la intensidad de siniestros.

® Montos individuales:
Y1,Ys,. ..

son i.i.d., positivas, e independientes de {N;}.

¢ Costo total pagado:
Ny
Xt = Z Yna
n=1

que define el proceso de Poisson compuesto.



Propiedades utiles en modelos actuariales

e Valor esperado del costo agregado:
E[X:] = ME[Y].
® Varianza del costo agregado:
Var(X;) = M E[Y?].
¢ Capital del asegurador (modelo clasico de riesgo):
Ry = u+ct — Xy,

donde u es el capital inicial y ¢ la tasa de primas.



Interpretacién y estructura del proceso
e ; Cuantos siniestros han ocurrido? N;.
e ,Cuanto cuesta cada siniestro? Y.
® ;Cudl es el costo agregado hasta tiempo t? X; =Y1 +--- + Yy,.

® SiY, €{1,2,...}: proceso de Poisson generalizado. Si Y,, = 1: se reduce al proceso
de Poisson estandar.



Se generan multiples trayectorias del proceso de Poisson compuesto X; = Zi\[':j Y.,
donde {N;} es un proceso de Poisson homogéneo (A = 1) y {Y,,} son montos
independientes e idénticamente distribuidos (Exponencial(A = 1)).

® Se fija una tasa de llegadas A y una distribucién para los saltos Y,.

® Para cada simulacién, se generan los tiempos de llegada mediante variables
exponenciales y los montos mediante la distribucion elegida.

® Se construye la trayectoria acumulando los montos en los tiempos de salto.
® Se repite el procedimiento muchas veces para obtener varias trayectorias.

® Finalmente, se calcula la distribucién aproximada de X7 mediante un histograma
normalizado.

La figura final contiene dos paneles:
1. Multiples trayectorias del proceso compuesto.

2. Histograma de la distribucién empirica de Xrp.
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Ejercicio

Considere un proceso de costos agregados por reclamaciones dado por X; = ZnN;1 Y,
donde {NV; : t > 0} es un proceso de Poisson de intensidad A > 0y {Y,,},>1 es una
sucesion i.i.d. de montos de siniestros, independientes de N;. Suponga que los montos
individuales tienen distribucién exponencial de pardmetro 6 > 0.
1. Obtenga la funcién generadora de momentos de X; y determine su valor esperado y
varianza.
2. Halle la probabilidad del evento “el monto total de siniestros en [0,t] supera una
cantidad a > 0", es decir, calcule P(X; > a).
3. Simule este proceso para distintos valores de ¢ y compare empiricamente E(X;) y
Var(X}) con los valores tedricos obtenidos.
4. Sea el capital del asegurador R; = u + ¢t — X, donde u > 0 es el capital inicial y
¢ > 0 es la prima ingresada por unidad de tiempo. Estudie (analiticamente o por
simulacion) la probabilidad de ruina P({R; < 0 para algin t > 0}).



Ejercicio

Suponga que las variables Y7, Y5, ... en un proceso de Poisson compuesto tienen
distribucién comin Bernoulli(p). Demuestre que el proceso se reduce a un proceso de
Poisson de parametro Ap.



Ejercicio

Suponga que los usuarios de cuentas de correo electrénico solicitan acceso al servidor de
acuerdo a un proceso de Poisson homogéneo de pardmetro A\. Ademas, cada usuario se

mantiene conectado un tiempo aleatorio con funcién de distribucién F'(z), independiente
entre usuarios. Sea C; el nimero de usuarios conectados al servidor al tiempo ¢, y defina

alt) = /O "1 = F(o)] dx.

Demuestre que, para k > 0,



Proceso de Poisson mixto

|

Definicién

Sea A una variable aleatoria positiva con funcién de distribucién F'(X). Se dice que el
proceso de conteo {X; : ¢ > 0} es un proceso de Poisson mixto con variable mezclante A
si, para cada entero n > 1, toda sucesién de enteros no negativos ki,...,ky,, y
cualesquiera tiempos 0 < a1 < by <ag <by <---<a, <b,, se cumple

P(Xln _Xa1 = k1, sz _Xa2 =ko, ..., an — X, = kjn)
_ ks
/ A(b; Gz)] WA = Qi) —A(bi—as) dF(\).

Cuando la variable aleatoria mezclante A es constante e igual a A, el proceso de Poisson
mixto se reduce al proceso de Poisson.



Proposicion %

El proceso de Poisson mixto cumple las siguientes propiedades:
1. Tiene incrementos estacionarios.

2. En general, los incrementos no son independientes; si lo son en el caso del proceso
de Poisson.

3. E[X{] = tE[A].
4. Var(X;) = t2 Var(A) + t E[A].
5. Cov(Xs, X¢) = min(s,t) Var(A), s,t>0.



Cadenas de Markov a tiempo continuo



Procesos de saltos
Estudiaremos cadenas de Markov en tiempo continuo donde las variables toman valores

enteros. Consideremos un proceso {X; : t > 0} que inicia en un estado i1, permanece un
tiempo aleatorio T;,, luego salta a un estado iy # i1, permanece un tiempo 7;,, y asi
sucesivamente. Los saltos ocurren en los tiempos acumulados

El proceso se expresa como

Z'ly 0§t<Wl>
Z.Q; Wl §t<W2a
iz, Wa<t<Ws,

® ;Por qué esto es un proceso de Markov? ;El proceso esta definido para todo t?7
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Puede ocurrir que los tiempos de estancia 7;, sean cada vez mas pequefios, de modo que
lim W, < oc.
n—oo

En ese caso el proceso realiza infinitos saltos en un intervalo finito y no esta bien
definido. Para evitar esto suponemos:

Iim W,, =00 c.s.
n—oo

Usaremos un espacio de estados S = {0,1,2,...}.
Cada estado i tiene un tiempo de estancia 7T; con distribucién F;(t). Ademas:

e T es finito con probabilidad 1 = estado no absorbente.

® I, = oo con probabilidad 1 = estado absorbente.



Probabilidades de salto
Sea p;; la probabilidad de saltar del estado 7 al estado j.

Condiciones:

® pij =0,
® pii =0,
® > ipij=1
La matriz de probabilidades de salto es:
0 por po2
pio 0 pi2

P = (pij) = p20 P21 O



Supondremos:
® | os tiempos de estancia 7;,,7;,, ... son independientes.
® Son independientes de la eleccién del préximo estado.

e Cada estado es absorbente o no absorbente.

Propiedad de Markov

Un proceso de saltos como el descrito es Markoviano si y solo si:
T; ~ Exponencial()\;), \; >0,

para los estados no absorbentes. En estados absorbentes se toma A; = 0 (equivalente a
T; = 00).

Se define para ¢t > 0 la probabilidad de transicién p;;(t) = P(X; =j | Xo=1) y la
matriz P(t) = (p;;(t)). Para t = 0: p;;(0) = d;;.



Formalizacion

Definicion

Un proceso de saltos con:
® tiempos de estancia exponenciales en los estados no absorbentes,
® matriz de saltos P,
® ausencia de explosion,

se llama cadena de Markov en tiempo continuo.

® Un proceso de Markov a tiempo continuo queda especificado completamente por
tres elementos: una distribucién inicial sobre el espacio de estados, el conjunto de
parametros no negativos J\; y las probabilidades de salto p;;.



Ejemplo: Proceso de Poisson

El proceso de Poisson es una cadena de Markov a tiempo continuo que empieza en cero,
es decir, la distribucién de probabilidad inicial tiene el valor uno en el estado cero, los
tiempos de estancia son exponenciales de parametro ) y las probabilidades de salto de un

estado a otro son
o 1 sij=i+1,
Pii=0 sij#i+1.



Ejemplo: Cadena de primera ocurrencia

Sea {X; : t >0} una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados
{0,1}. Suponga que Xy = 0 y que el proceso cambia al estado 1 después de un tiempo
aleatorio con distribuciéon Exponencial(\) y permanece alli el resto del tiempo. Este
proceso modela la situacion de espera exponencial para la primera ocurrencia de un
evento de interés. Las probabilidades de transicién son:

~(poo®) por(®)\ _ [e M 1—e M
P(t) o (plo(t) pll(t)> o ( 0 1 )



Ejemplo: Cadena de dos estados

Considere el proceso {X; : ¢t > 0} con espacio de estados {0,1} y definido por la
siguiente dindmica: cuando el proceso entra al estado 0 permanece en él un tiempo
Exponencial(\) y luego de esto va al estado 1 y permanece un tiempo Exponencial(u).
Se postula ademds que los tiempos de estancia para cada estado son variables aleatorias
independientes.

% Haga una representacién de este proceso en forma de grafo.
% Dibuje una posible trayectoria de esta cadena.

% ;i Cudl es la distribucién inicial sobre el espacio de estados, el conjunto de parametros
no negativos A; y las probabilidades de salto de esta cadena?



Probabilidades de transiciéon

Proposicién

Sean i y j dos estados. Para cualquier t > 0:

t
pij(t) = bije Mt + )\z'@_’\it/ e | > pinprj(s) | ds.
e k, ki

% jCual es la interpretacién de este resultado?



Ecuacion de Chapman-Kolmogorov

Proposicion

Para cualquier par de estados i y j, y paratodot >0y s > 0,

pij(t +8) = > pir(t)pr;(s)-

k

En notacién matricial, P;4s = P Ps.



Generador infinitesimal

Proposicion

Para cualquier par de estados 7 y j, y para cualquier t > 0,
d /
—pij(t) = pi(t) = =Xipsi(t) + X D pikpr;j (t).
dt .
k, ki
Cuando t — 07 se tiene que:

Pi;(0) = =Xibij + X Y ikl
k, ki

= —Xibij + Aipij

B {—Ai, Sii=j
Aipij, Sii#J.



Generador infinitesimal

Definicién

. ’ Z
A las cantidades pij(()) se les denotara por g;; y se les conoce con el nombre de
pardametros infinitesimales del proceso. Es decir,

)N, sii=g
9 AiDij,  Si T F# .
La matriz G := (g;;) es llamada el generador infinitesimal del proceso de Markov.
* Se cumple que gi; > 0sii#j, gi <0y 33955 = 0.

% i Cémo es g;; si el estado i es absorbente?

% El generador infinitesimal y una distribucién inicial del espacio de estados
determinan de manera (nica a la cadena de Markov a tiempo continuo.



Generador infinitesimal

Ejemplo. El generador infinitesimal para el proceso de Poisson de parametro \ es

A A 0 0
0 A A 0
G=10 0 =) A



Generador infinitesimal

Ejemplo. El generador infinitesimal para la cadena de Markov de dos estados es

(7 2)



Ejercicio

Para la cadena de Markov de dos estados, demuestre que para cualquier ¢t > 0,

H A Ot
t) = + W,
poo(t) A+ p )\—l—,ue



Ejercicio

Para la cadena de Markov de dos estados, demuestre que el tiempo de estancia promedio
en el estado cero, a largo plazo, es

tm E( L [ 1000 ds) =
Jim By [ 1oy ds) =

Observe que no es necesario especificar el estado inicial. La fraccion complementaria
corresponde al estado uno.



Ecuaciones de Kolmogorov

Ecuaciones retrospectivas. En términos de los parametros infinitesimales, el sistema de
ecuaciones diferenciales puede escribirse como

Pii () = gir pr;(t).-
k

En forma matricial:
P'(t) = G P(t).

Explicitamente, para una cadena genérica:

Poo(t)  po1(t) —Xo Aopor\ [Poo(t) poi(t)
Pio(t) pu) | = [ Apio =M1 pio(t) pui(t)

A este sistema se le conoce como las ecuaciones retrospectivas de Kolmogorov.



Ecuaciones de Kolmogorov

Ejemplo. Para un proceso de Poisson de parametro )\, las ecuaciones retrospectivas son:

Pi(t) = =Api(t), Pii(t) = =Apij(t) + Api j-1(t) (i < ).

La solucién conocida es

y pij(t) =0sii> j.



Ecuaciones de Kolmogorov

Ejemplo. Para la cadena de dos estados con tasas A y p:

Poo(t) = =Apoo(t) + Apio(t),

Po1(t) = =Apoi(t) + Ap1i(t),

Pro(t) = —ppio(t) + 1 poo(t),

Pi(t) = —ppu(t) + ppor (t).
Los pares de ecuaciones son independientes. Definiendo

qoo(t) = e Mpoo(t), q10(t) = e"'pio(t),

el sistema se reduce a uno de segundo orden cuya solucién final es

p A Ot

t)= ——+
md) Mt Atu

% i Cémo obtener las probabilidades que restan por calcular?



Ecuaciones de Kolmogorov

Ecuaciones prospectivas. El sistema de ecuaciones diferenciales

recibe el nombre de ecuaciones prospectivas de Kolmogorov.
Explicitamente,

Pii () =Y pik(t) grj-
k

En general este sistema no siempre se satisface para una cadena de Markov a tiempo
continuo, a diferencia del sistema retrospectivo. Sin embargo, para procesos de
nacimiento y muerte si se cumple bajo hipétesis adicionales.



Ecuaciones de Kolmogorov

Ejemplo. Para un proceso de Poisson de parametro )\, las ecuaciones prospectivas son:

Pu(t) = =Api(t),  pi(t) = =Apij(t) + Api j-1(t), @ <.

La solucién es

ypl-j(t)zosii>j.



Ecuaciones de Kolmogorov

Ejemplo. Para la cadena con tasas de salto A y u:

Poo(t) = —Apoo(t) + wpor(t),
Po1(t) = —ppor(t) + Apoo(t),
Pio(t) = =Ap1o(t) + pp1(t),
P11 (t) = —pp1i(t) + Apio(t).

% Puede verificarse que la solucién coincide exactamente con la obtenida en el ejemplo
de las ecuaciones retrospectivas para esta cadena de dos estados.



Ejercicio

Escriba el sistema de ecuaciones diferenciales retrospectivas de Kolmogorov para un
proceso de Poisson de parametro A y compruebe que la distribucién Poisson satisface este
sistema de ecuaciones.



Ejercicio

Sea {NV; : t > 0} un proceso de Poisson de pardmetro A y sean Y7, Ys,... v.a.i.i.d. con
distribucién Bernoulli(p). Considere el proceso de Poisson compuesto

Ny
X =) Y,
j=1

Encuentre las ecuaciones de Kolmogorov retrospectivas y prospectivas del proceso X;.
Resuelva cualquiera de estos sistemas y demuestre que, para j > 1,

. _ e—Apt ()\pt) i
palt) =G



Procesos de nacimiento y muerte

Definicién

Un proceso de nacimiento y muerte es una cadena de Markov a tiempo continuo con
espacio de estados {0,1,2,...} y matriz generadora infinitesimal

—Xo Ao 0 0
p —(A1+ ) AL 0 -
G = _ e
0 ) (A2 +p2) Ao

donde \; son tasas de nacimiento y p; son tasas de muerte, con g = 0.



Comportamiento del proceso.

Del generador se obtiene que el tiempo de estancia en el estado ¢ > 0 es exponencial con
pardmetro

Ai + i
Al finalizar ese tiempo, el proceso salta a:

i o L
Ai+ i "

P = Ai + i

Interpretacion:
® salto hacia arriba = nacimiento,
® salto hacia abajo = muerte,

® no hay saltos de tamafio mayor a 1.



Interpretacién como tamaiio de poblacién.
Si X; denota el nimero de individuos en una poblacién en el tiempo ¢:

® cada nacimiento ocurre con tasa A; cuando la poblacién esta en i,

® cada muerte ocurre con tasa u;,
® |os individuos nacen y mueren de uno en uno,
® como po = 0, la poblacién nunca baja de cero.

Una trayectoria tipica alterna entre tiempos de espera exponenciales y saltos +1.



Definicion mediante postulados.
Una caracterizacién equivalente del proceso se obtiene con:

1. Incrementos independientes y estacionarios.

2. Probabilidades de transicién estacionarias:
pij(t) = P(Xs+t =7 ‘ Xs = Z)

3. Para h — 0:
piit1(h) = Xih+o(h), >0,
pii—1(h) = wih +o(h), i>1,
pii(h) =1 = (Xi + pi)h + o(h).

Estos postulados Ilevan nuevamente a los tiempos de estancia exponenciales y a la
estructura de saltos de la matriz generadora.



Ejemplo: Proceso de Poisson.
Es un caso particular donde:

wi =0, A; = A > 0 para todo 1.

Entonces:
® sélo hay nacimientos,
® cada nacimiento ocurre con tasa A,
® X, aumenta de uno en uno.

La matriz generadora se simplifica a

-A A 0
G=1|0 =X A



Proceso de nacimiento puro.
Es un caso particular donde todas las tasas de muerte son cero:

El generador toma la forma:

X X 00
0 —X\ AN 0
G=10 0 =X X

Propiedades:

® En el estado i, el tiempo de estancia es Exp();).

® El Gnico salto posible es ¢ — i 4+ 1 con probabilidad 1.

® Incrementos independientes, pero no necesariamente estacionarios.
Probabilidades infinitesimales:

P(Xt+h:’&+1‘Xt:Z):Alh—FO(h), P(Xt_;,_h:Z’Xt:Z):l—)\lh‘i‘O(h)



Proceso de muerte puro.
Es el proceso simétrico al de nacimiento puro, ahora con todas las tasas de nacimiento
iguales a cero:
MN=M=---=0.

El proceso inicia tipicamente en un estado k > 1.

® Desde el estado i > 1, el tiempo de estancia es Exponencial(;).

® FE| nico salto posible es ¢ — i — 1.

® El proceso puede llegar eventualmente a la extincién: 0.
Interpretacion:

® | a poblacién solo decrece.

® | os tiempos entre muertes son exponenciales.

® Es un caso especial de cadena de nacimiento y muerte con absorcién en 0.



Proceso de Yule.
Es un proceso de nacimiento puro con tasas lineales: \,, = An, n>1.
Interpretacion:
e Cada individuo da origen a nuevos individuos a tasa A.
® Si X; = n, hay n "posibles progenitores", por lo que la tasa total es An.
e E| tiempo de estancia en n es Exponencial(An).
Sistema prospectivo:

Pii(t) = =Mk pri(t),
p;cn(t) = )‘(n - 1)pk,n—1(t) - Anpkn(t)a n>k+1.
La ecuacién recursiva paran > k + 1 es:

t
Prn(t) = A(n — 1)64‘""//0 eAns Dkn—1(8) ds.

Resultado fundamental: X; — X ~ BinomialNegativa(r = k, p = e~*), es decir,

P(X; = n) = (Z B i) e DL 3



Ejercicio

Considere una cadena de Markov a tiempo continuo de dos estados en donde la estancia
en el estado 0 tiene distribucién Exponencial()\) y en el estado 1 distribucién
Exponencial(y). Demuestre que:

o+ Ae— (At

a) poo(t) = Y
N — )\6—(>\+H)t
b) poi(t) = Tt a
_ e~ (At
[ — pe

p=tr"r

c) puol(t) N
A+ pe~ (A tmt
d) pu(t) = AL

A+



Ejercicio

Considere una cadena de Markov a tiempo continuo de dos estados en donde el tiempo
de estancia en cada uno tiene distribucién Exponencial(A). Defina IN; como el nimero de
saltos efectuados por la cadena hasta el tiempo ¢. Demuestre que {N; : t > 0} es un
proceso de Poisson de pardmetro .



Ejercicio

Sea {X; :t > 0} un proceso de Yule con estado inicial Xo = k > 1. Demuestre que:

a) E[X] = ke,
b) Var(X,) = ke (1 — ™).



Ejercicio

Sea {X; :t > 0} un proceso de muerte puro con Xo = N > 1y tasas p1, pt2, ..., iUN-
Demuestre que el area promedio bajo la trayectoria del proceso, hasta alcanzar el estado
absorbente 0, es



Comunicacion entre estados.
Para estados 7 y j:

i — j siexiste t >0 tal que p;;(t) > 0.
14>] Ssit—jyj—i.
La comunicacién es una relacién de equivalencia y divide el espacio de estados en clases

de comunicacién. La cadena es irreducible si todos los estados pertenecen a la
misma clase.



Tiempos de primera visita.

Tij:fnf{tZOZ Xt:j |X0:’L}, ,uij:E[Tij].

Cuando ¢ = j se escribe 7; y su esperanza p; se conoce como tiempo medio
de recurrencia.



Recurrencia y transitoriedad.
El estado 7 es:
® transitorio si, con probabilidad 1, el conjunto {t > 0: X; = i} es acotado,

® recurrente si, con probabilidad 1, este conjunto es no acotado,
® recurrente positivo si E[1;] < oo,

e recurrente nulo si E[1;] = oc.



Distribuciones estacionarias.
Una distribucién 7 es estacionaria si

7P(t) =, Vit >0.

Un criterio util:
7 es estacionaria <— 7w G = 0.

Ejemplo (cadena de dos estados):

A A " p )
G: = = Y — .
(u —u) " <A+u At p



Cadena a tiempo discreto asociada.

Dada una cadena a tiempo continuo {X;}+>0, se asocia una cadena a tiempo discreto
{Xy }n>0 observando el proceso tinicamente en los instantes en los que ocurren los saltos.
Propiedades:

® conserva la estructura de comunicacion,
® preserva recurrencia y transitoriedad,

® permite analizar el proceso continuo mediante técnicas de tiempo discreto.
Construccién inversa:

® dada una cadena a tiempo discreto con matriz @),
® se le asocian tiempos exponenciales independientes entre saltos,

® obteniendo asi una cadena de Markov a tiempo continuo con generador G.



Ejercicio

Considere la cadena de Markov a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} con espacio de estados
{0,1,2}, distribucién inicial 70 = (1,0,0), parametros \; =i+ 1 parai=0,1,2y
probabilidades de saltos como lo muestra el grafo a continuacién.




Estado
5
8

Halle el generador G, la distribucién estacionaria de la cadena y las probabilidades

de transicién p;;(t) usando las ecuaciones retrospectivas.

Interprete cada uno de los siguientes graficos.  Como se realiza una simulacién de

una cadena de Markov a tiempo continuo?

Una trayectoria

Trazas de pj(t) (i,j=0,1,2)

Histograma normalizado de Xy (T=25)

08

Probabilidad
°
&

°
=

02

0.0

— polt)  — ol — palt)
=) - opul®) == pa(®)

Tiempo

Tiempo

1
Estado final




Procesos de renovacion y confiabilidad



Suponga que se pone en operacidén un cierto componente o articulo cuya duracién o vida
til se modela mediante una variable aleatoria T7. Una vez que el componente falla, se
reemplaza o se renueva con otro componente cuyo tiempo de vida es T5, y asi
sucesivamente. La coleccién de variables aleatorias 711,75, . .. representa la sucesién de
tiempos de vida de componentes puestos en operacién uno tras otro.

Definicién

Un proceso de renovacion es una sucesion infinita de variables aleatorias 77,75, ... que
son no negativas, independientes e idénticamente distribuidas.



Definicién

Dado un proceso de renovacion {74, Ty, ...}, se definen los tiempos reales de renovacién
Wo=0y W, =T1+...+T,, paran > 1. El proceso de conteo de renovaciones es

Ny =méx{n >0 : W, <t}

para cada t > 0.

0 Wy W W

T b 15 T, -

Figura: El tiempo de Poisson y los tiempos de ocurrencia del evento. Tomado de Rincon, 2012.



La variable aleatoria W,, representa el tiempo real en el que se realiza la n-ésima
renovacién, mientras que la variable IV; indica el nimero de renovaciones efectuadas
hasta el tiempo t.

Sea F(t) la funcién de distribucién de los tiempos de vida. Por lo tanto, la funcién
de distribucién de W, es la convolucién de F'(t) consigo misma n veces, es decir,

Fu, (t) = P(T1 + ...+ Ty < t) = F™(t) = (F % - % F)(t).

0 sit<O0,
1 sit>0.

iEs posible conocer la distribucién de la variable aleatoria N;?

Como casos particulares F*1(t) = F(t) y F*(t) = {

iHay una dependiencia de la distribucién de N, con la distribucién de los tiempos de
vida?



Proposicién

Para cualquier n > 0

P(N; = n) = F**(t) — F*Hg)

® En muy pocos casos es posible encontrar la distribucién explicita del nimero de
renovaciones NV;.



Ejemplo. Un proceso de Poisson homogéneo de tasa A es un proceso de renovacion en
donde los tiempos de vida tienen distribucién Exponencial(A). En consecuencia, los
tiempos reales de renovacién W), tienen distribucién Gamma, cuya funcién de

distribucién es, para t > 0,

t T n—1 0o %
Fw, (1) = /O ()\I’()n) \e My — k; Y ()Z!) |

A partir de esta expresién se puede recuperar la distribuciéon Poisson: para todo n > 0

(A)"

n!

P(Ny =n) = F*"(t) — F*") (1) = e



Funcién y ecuacién de renovacion

Definicién

La funcién de renovacién A(t) se define como el niimero promedio de renovaciones
efectuadas hasta un tiempo ¢, es decir, A(t) := E(Vy).

Proposiciéon

La funcién de renovacién A(t) satisface
t
A@) = F(t) + / A(t — 5)dF(s) = F(£) + (A  F)(2).
0
% En un proceso de Poisson homogéneo, demuestre que A(¢) = At cumple la anterior

ecuacién integral (ecuacién de renovacién) con F(t) =1 — e~ para t > 0.
* iCémo encontrar A(t)?



Proposicién

Para cualquier t > 0,
o0

At) = Z F*"(¢).
n=1
% Demuestre el anterior resultado por definicién de A(t).
% Pruebe este resultado en el caso del proceso de Poisson.
® Laserie Y o>, F*"(t) es convergente. Ademas, es posible demostrar que el proceso
de conteo de renovaciones tiene momentos ordinarios finitos de cualquier orden.
® El proceso de conteo de renovaciones {N; : t > 0} esta determinado por la funcién
de renovacién A(t)



Trayectoria - Exponencial Distribucion empirica de N_20

45 0.25 A
40 4
35 0.20
30 4
0.15
25 ®
g 2
Z 204 g
S 0.10 1
15 |
101 0.05
5 4
01— . : ; ; . . ; ; 0.00
00 25 50 75 100 125 150 17.5 200 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
t N(t)

Figura: A la derecha se observa una realizacién de un proceso de renovacién con distribucién
Exponencial(A = 1). A la izquierda se observa la distribucién de N:—2¢ usando un histograma normalizado
con 10000 simulaciones.



Trayectoria - Lognormal

Distribucién empirica de N_20
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Figura: A la derecha se observa una realizacién de un proceso de renovacién con distribucién
LogNormal(u = —0,5,0% = 0,75). A la izquierda se observa la distribucién de Ni—20 usando un
histograma normalizado con 10000 simulaciones.
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Trayectoria - Poisson Distribucion empirica de N_20
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Figura: A la derecha se observa una realizacién de un proceso de renovacién con distribucién
Poisson(A = 1). A la izquierda se observa la distribucién de N;—2¢ usando un histograma normalizado con
10000 simulaciones.



Trayectoria - Gamma Distribucion empirica de N_20
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Figura: A la derecha se observa una realizacién de un proceso de renovacién con distribucién
Gamma(a = 2,b = 0,5). A la izquierda se observa la distribuciéon de Ni—20 usando un histograma
normalizado con 10000 simulaciones.



Tiempos de vida

W, t Whn,+1

Figura: Representaciones de tiempos de vida de un proceso de renovacién. Tomado de Rincon, 2012.
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Definicién

A continuacién se definen tres tiempos de vida:

® Tiempo de vida restante. Es el tiempo de vida util que le resta al elemento que se
encuentra en operacién al tiempo ¢, y estd dado por la variable vv = Wy, 11 —¢.

® Tiempo de vida transcurrido. Es el tiempo que ha estado en uso el elemento que
se encuentra en operacién al tiempo ¢, y estd dado por la variable 6; =t — Wy,.

® Tiempo de vida total. Es el tiempo de vida dtil que tiene el elemento que se
encuentra en operacién al tiempo ¢, y esta dado por la variable

Bt = 5t + Yt = WNt-‘rl - WNt = TNt+1

% Halle la distribucién de cada uno de los tiempos de vida definidos anteriormente para
el caso de un proceso de Poisson homogéneo de pardmetro .



Teoremas de renovacion

Proposicién

4 , GRSH
Para todo proceso de renovacion h_)m N; = oo.
n o

Proposicion
Para un proceso de renovacién {N; : ¢t > 0} en donde E(T) = p con 0 < p < 00 se
cumple que

% jCual es la interpretacién de estos resultados?



Teoremas de renovacion

Proposicion (Teorema elemental de renovacion)

Para un proceso de renovacién en donde E(7") = u con 0 < p < oo se tiene que

Proposicion

Para un proceso de renovacién en donde E(7") = p con 0 < p < oo se tiene que

lim M:l
t—oo t I

% Cual es la interpretacién de estos resultados?

% Haga una simulacién computacional para validar estos resultados.



Confiabilidad

Suponga que T > 0 es una variable aleatoria continua que registra el tiempo de falla de
un cierto componente que se encuentra en operacién al tiempo cero. En la teoria de la
confiabilidad interesa conocer la probabilidad de que el componente funcione
correctamente por lo menos hasta un tiempo ¢ cualquiera o la probabilidad de que deje
de funcionar en el siguiente instante de tiempo, dado que ha funcionado bien hasta un
cierto momento.

Definicién
La funcién de confiabilidad se define como

R(t):=P(T >t)=1- F(t),
mientras que la funcién de tasa de falla se define como

_ @
r(t) = T-FE)



La tasa de falla o hazard se interpreta como la probabilidad de que, dado que el
componente ha sobrevivido hasta el tiempo t, falle en el intervalo (¢,t + At):

Pt <T <t+At|T >t)=r(t) At + o(At).

En efecto,

Pt<T<t+At|T>t)= i I_A;Z(Z)F(t) - ]J;((?) At + o(At).




Relacion entre R(t) y r(t)
La tasa de falla y la funcién de confiabilidad estan relacionadas por

t d t
mwzﬁsz—ﬁmmm mw:m%—ém@@>
Propiedades importantes:
® R(t) es siempre decreciente.
® r(t) no tiene por qué ser mondtona.

Ademas, como T > 0, el tiempo medio de falla puede escribirse como

aﬂ:Ammow



Ejemplo. Suponga que el tiempo de falla T tiene distribucién exponencial con

parametro A. Entonces:
R(t) = e M, r(t) = A

La tasa de falla constante implica que la probabilidad de fallar en un intervalo pequeio
(t,t + At), dado que el componente sigue funcionando en ¢, es aproximadamente A At,
independiente de t.
Esto refleja la propiedad de pérdida de memoria de la distribucion exponencial, que es la
Gnica distribucién absolutamente continua con tasa de falla constante. En este
caso, E[T] = %
% Sea T ~ Exponencial()). Calcule explicitamente P(t < T <t+ At |T >t)y
muestre que
Pt <T <t+At|T >t)=NAt+ o(At).



Martingalas



Motivacion

Existen varias acepciones para el término martingala. Una de ellas se refiere a un proceso
estocastico en tiempo discreto que satisface la identidad

E[Xn—i-l ‘ X(] :.T(),...,Xn :xn] =x,.

® FEste tipo de procesos modela la evolucion del capital de un jugador que realiza una
sucesion de apuestas justas: en promedio, no hay ganancia ni pérdida. Parte de la
motivacién para el estudio de este tipo de procesos fue buscar demostrar la
inexistencia de estrategias ventajosas en este juego de apuestas.



Filtraciones

® Sea (92, F, P) un espacio de probabilidad. Una o-algebra representa la informacién
disponible sobre un experimento aleatorio.

e Si F; C Fs, entonces F, contiene mas informacion que Fi, en el sentido de que, en
general, un mayor niimero de conjuntos son considerados como eventos.

® Para un proceso estocastico a tiempo discreto {X,, : n > 1} se define
Fn=0(X1,...,X,).

® La coleccién {Fy,}n>1 €s una sucesion no decreciente de o-algebras y representa la
historia del proceso hasta el tiempo n.



Ejemplo. Si X,, representa los resultados sucesivos de lanzar un dado y
A = {la suma de los dos primeros resultados es mayor que 3},

entonces:
e A §§ Fi,
e Ac F.

El evento solo puede determinarse con la informacién disponible hasta el segundo
lanzamiento.



Definicién

Una filtracién es una coleccién de o-algebras {F, },>1 tal que
Fn CFm sin<m.

® La filtracién natural de un proceso {X,} es F,, = o(X1,..., Xp).

® A tiempo continuo se define una filtracién como una coleccién no numerable de
o-algebras {F; }+>0 tal que F5 C F; cuando 0 < s < t. La filtracién natural o
candnica a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} es la coleccién de o-algebras dadas por
Fi=0{Xs:0<s <t} estoes, F; es la minima o-algebra que hace que cada una
de las variables X para valores de s es el intervalo [0, ¢] sean medibles. A la
o-algebra F; se le denomina la historia del proceso al tiempo t.



Definicién

Un proceso {X,, : n > 1} es adaptado a la filtracién {F,} si X,, es F,,-medible para
todo n.

% Todo proceso es adaptado a su filtracién natural, la cual es la méas pequeiia respecto
de la cual el proceso es adaptado.



Definicién

Un proceso {X,, : n > 1} es predecible respecto de la filtracién {F;,},>0 si para cada
n > 1, la variable X, es F,,_1-medible.

% Todo proceso predecible es adaptado. La filtracién debe iniciar en n = 0.



Tiempos de paro

Definicién

Una variable aleatoria 7 con valores en {1,2,...} U{co} es un tiempo de paro respecto a
la filtracién {F,,}n>1 si para cada n > 1 se cumple que el evento (7 < n) pertenece a F,.

® |nterpretacion: la pregunta de si el evento de interés ha ocurrido al tiempo n o antes,
debe poder ser respondida con la informacién dada por la filtracién al tiempo n.

% La condicién que aparece en la definicién es equivalente a la condicién
(tr=n) € F,, paracadan > 1.



Ejemplo (Tiempo de primer arribo). Sea X, X»,... una sucesion de variables
aleatorias adaptada a la filtracién {F,},>1. Sea A un conjunto de Borel de R y defina

T=min{n >1: X, € A},

en donde conviene definir min @ = oo.

Es decir, 7 es el primer momento en el que la sucesién toma un valor dentro del conjunto
A, si acaso ello sucede. La variable aleatoria 7 es un tiempo de paro, pues para cualquier
valor entero de n,

{r=n}={Xi¢gA}n--N{Xn1 ¢ A}N{Xy € A} € Fp.

En particular, y recordando el problema de la ruina del jugador, tomando A = {0, N'}, el
primer momento en el que la variable X, = & + - -- + &, toma uno de los dos valores del
conjunto A es un tiempo de paro. Este tiempo de paro corresponde al tiempo aleatorio en
el cual el juego finaliza, ya sea porque el jugador se arruina o porque gana todo el capital.



Ejemplo (Tiempo de segundo arribo). Sea nuevamente X7, Xo, ... una sucesién de
variables aleatorias adaptada a la filtracién {F,},>1, y sea A un conjunto de Borel de R.
Dado un tiempo de paro finito 71, defina ahora un segundo tiempo de paro de la

siguiente forma:

7o = min{n > 1 : X,, € A}.

Es decir, 79 es el primer momento, después de 71, en el que el proceso toma un valor
dentro del conjunto A. Naturalmente se cumple 71 < 7». Esta nueva variable resulta
también ser un tiempo de paro, pues el siguiente conjunto es un elemento de F,:

n—1
{n=n}= ({n =k} N {X1 g A} 0+ N {X0 1 ¢ A}N{X, € A}).
k=1



Martingalas

Definicién
Se dice que un proceso a tiempo discreto {X,, : n > 1} es una martingala respecto de
una filtracién {F},},>1 si cumple las siguientes tres condiciones:

1. Es integrable.

2. Es adaptado a la filtracion.

3. Para cualesquiera n < m, E(X,, | Fn) € X,..

(GHSH
Cuando se cumple la desigualdad E(X,, | F5,) > X,, entonces el proceso es una

C.s.
submartingala, y si E(X,, | ) < X, entonces es una supermartingala.

% ;Coémo se interpreta esta definicion en el ejemplo del capital de un jugador que
apuesta su dinero?

* La condicién E(X,, | F,) = X, es equivalente a E(X,,41 | Fn) = X,



e Cuando la filtracién es la natural, es decir, cuando F,, = 0{Xy,..., X, }, la
condicién de martingala puede escribirse en la forma

E(Xn-l-l | X1> s 7Xn) = Xn.

® Toda martingala es al mismo tiempo una submartingala y una supermartingala.

e Si {X,, :n > 1} es una submartingala entonces {—X,, : n > 1} es una
supermartingala.
% Todas las variables aleatorias que conforman una martingala tienen la misma

esperanza. j Qué ocurre con la esperanza de las variables aleatorias en una
submartingala?



Ejemplo (Martingala del juego de apuestas).
Sea £1, &9, ... una sucesion de variables aleatorias independientes, idénticamente
distribuidas y con esperanza finita. Defina

Xp=&+ -+,

y considere la filtracién F,, = o(&1,- .-, &n)-

La variable aleatoria X,, puede interpretarse como la fortuna de un jugador después de n
apuestas sucesivas, donde la ganancia o pérdida en la k-ésima apuesta es £;. Claramente
el proceso {X,, : n > 1} es integrable y adaptado.

Ademas, para cadan > 1,

E[XH-H | ]:n] = E[Xn + fn—i—l ‘ fn] =X, + E[§n+1]'

Si E[¢n41] = 0, el proceso es una martingala. Si E[¢,,+1] > 0, es una submartingala. Si
E[¢n+1] <0, es una supermartingala.



Ejemplo (Martingala del proceso de Poisson centrado).

Sea {X; :t > 0} un proceso de Poisson de parametro A. Entonces el proceso centrado
{Xi— At :t >0} es una martingala.

Este proceso es integrable y adaptado. Ademas, para 0 < s < t,

E[X: — M\t | Fs] = E[Xy | Fs] — At
Usando incrementos independientes,
E[X: | Fs] = Xs + At —s),

y por lo tanto,
E[X: — Mt | Fs] = X5 — As.

% Si un proceso a tiempo continuo es integrable y tiene incrementos independientes
entonces el proceso centrado es un martingala.



Ejemplo (Martingala de la esperanza condicional).
Sea X una variable aleatoria integrable, y sean F; C F» dos sub o-algebras. Se cumple la

identidad
E[E[X | F2] | F1] = E[X | F1l.

Sea {F, }n>1 una filtracién dada. Defina
X, =E[X | Fal.

Cada X, es integrable y el proceso es adaptado a la filtracién.

Ademas,
E[Xns1 | Fn] = E[E[X | Fugi] | Fu] = E[X | Fu] = X

Por lo tanto, {X,,} es una martingala.



Ejemplo (Martingala de la urna de Polya).
Una urna contiene inicialmente una bola blanca y una bola negra. En cada experimento
se escoge una bola al azar, se regresa a la urna y se agrega otra bola del mismo color.
Sea X, el nlimero de bolas blancas después del n-ésimo ensayo.
Se tiene Xg = 1 y después del n-ésimo ensayo hay n + 2 bolas en la urna. Las
probabilidades de transicién son

k n+2—k

PX,p1=k+1|X,=k) = ——, PXpt1=k| Xpn=k)=—7—.
(n+1 + | n ) n+2 (n+1 | ) n+2

Se puede escribir X,,+1 = X,, + Y,,+1, donde Y, 11 vale 1 si se escoge una bola blancay 0
si es negra. Entonces, E[X,, 11 | X,,] = 22 X,,, y el proceso {X,,} no es una martingala.

n+2
Defina M,, = nX—jQ la fraccién de bolas blancas en la urna. Entonces,
E[Myi1 | Fu] = HX—& = M,,. Por lo tanto, el proceso {M,, : n > 0} es una martingala.

% ;Se modifica el resultado si la configuracién inicial es distinta?

% iCambia el resultado si se agregan r > 1 bolas del mismo color?



Ejercicio

Sea £1,&s, ... una sucesion de variables aleatorias tal que el proceso X,, =& +...+ &,
es un martingala. Demuestre que E(;§;) = 0 para i # j.



Ejercicio

Sea {X,, : n > 0} una cadena de Markov con espacio de estados {0,1,...}. Suponga que
las probabilidades de transicién son pog = 1y p;j = e_ié.—]! en los otros casos. Demuestre

que {X, : n > 0} es una martingala.



Procesos detenidos

Sea {X,,}n>0 un proceso estocastico adaptado a una filtracién {F,}n>0, y sea 7 un
tiempo de paro respecto de la misma filtracién.

Definicién
Se define un proceso detenido { X ap }n>0 donde 7 A n := min{7r,n}, es decir,

X X, sin<rT,
An = .
T X, sin>T.

Esto significa que como funcién del parametro n el proceso se vuelve constante a partir
del tiempo aleatorio 7.



* Medibilidad y adaptabilidad de {X; ., },>0. Las variables del proceso detenido
son efectivamente variables aleatorias y el proceso mismo es adaptado a la filtracién.
Si el proceso original es integrable, entonces el proceso detenido también lo es.

® Por ejemplo, considere que {X,, : n > 1} es un martingala del juego de apuestas.
Suponga que el jugador decide dejar de jugar cuando pierda todo su capital o
cuando consiga ganar el doble de su capital inicial. EIl momento aleatorio en el que
ocurre alguno de estos dos eventos es un tiempo de paro 7, asi, el capital del
jugador en cualquier momento n se puede expresar como X, ap.

Proposicion

Si {X,, : n > 0} es una martingala, submartingala o supermartingala, y 7 es un tiempo
de paro respecto de la misma filtracién, entonces el proceso detenido { X py, : n > 0}
también lo es.



Estrategias de juego

Considere la sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
{&}n>1talque P(E=—-1)=P(=1) = % y con filtracién natural {F,},>1. Considere
las sumas X, =& + ...+ &,. Sabemos que {X,, : n > 1} es una martingala que
representa el total de ganancias en una serie de n apuestas justas de una unidad
monetaria.



Ahora, suponga que el monto de cada apuesta no es uno sino una cantidad a,, para la
n-ésima apuesta. Supondremos que a,, es una variable aleatoria que el jugador determina
a partir de la informacién de las n — 1 apuestas previas y por lo tanto es F,,_1-medible,
es decir, se trata de un proceso predecible.

A la coleccién de variables aleatorias {a,, : n > 1} descrita anteriormente se le denomina
una estrategia de juego. Bajo una de estas estrategias, la ganancia del jugador después
de la n-ésima apuesta es ahora la variable aleatoria F,,-medible

An :algl +‘--+an€n-

% Bajo la hipétesis de que la estrategia de juego consta de variables aleatorias
acotadas, demuestre que el proceso {4, : n > 1} es integrable y ademas cumple la
propiedad de martingala.



Es decir, bajo cualquier estrategia de juego, el proceso de ganancias {A, : n > 1} es una
martingala siempre y cuando el proceso original {X,, : n > 1} lo sea.
% ;Cudl es la importancia de esto para los apostadores? jExiste una estrategia que
convierta un juego justo en un juego favorable o desfavorable al jugador?
% Haga una simulacién del proceso de ganancias dado que tiene un proceso original
justo, luego de esto, compruebe que el proceso de ganancias es una martingala.



Ejercicio

Sea {X; :t >0} un proceso de Poisson homogéneo de pardmetro A > 0. Demuestre que
los siguiente procesos son martingalas:

1Y = (X — Mt)2 — )t
2. Y; = exp(—0X; + M(1 — e ?)) para cualquier 6 € R.



Movimiento browniano



Figura: Granos de polen suspendidos en ciertas sustancia siguen trayectorias irregulares e impredecibles
de movimiento (Link).


https://es.wikipedia.org/wiki/Movimiento_browniano

Definicion
Un movimiento Browniano unidimensional de parametro o2 es un proceso estocastico
{B; : t > 0} con valores en R que cumple las siguientes condiciones:

1. By = 0 casi seguramente.

2. Las trayectorias son continuas.

3. El proceso tiene incrementos independientes.
4

. Para cualesquiera tiempos 0 < s < t, la variable incremento B; — B; tiene
distribucién N(0, o%(t — s)).



La variable By representa la posicién de una particula en el tiempo ¢.

Debido al gran nimero de colisiones del grano de polen con las moléculas
circundantes en longitudes de tiempo no pequeiias, y teniendo en cuenta el teorema
central del Iimite, los incrementos suelen modelarse como variables aleatorias
independientes con distribucién Gaussiana.

En 1923 el matematico N. Wiener demostré la unicidad y la existencia de un proceso
estocastico con las propiedades mencionadas anteriormente, por ende este proceso
también es conocido como proceso de Wiener. En sentido estricto, el movimiento
Browniano es el fendmeno fisico y el proceso de Wiener es el modelo matematico
que lo representa.

Este proceso es un ejemplo importante en cadenas de Markov a tiempo continuo con
espacio de estados continuo.

La definicién anterior implica que todos los procesos de Wiener tiene incrementos
estacionarios.

Un proceso Browniano es estandar si y solo si 0% = 1.



Ejercicio

Dado un movimiento Browniano {B; : t > 0} unidimensional con parametro o2,

multiplique cada una de las variables aleatorias por un valor que convierta el proceso en
un movimiento Browniano estandar.



Ejercicio

Dado un movimiento Browniano {B; : t > 0} unidimensional con parametro o2,

demuestre que los siguientes procesos estocasticos son movimientos Brownianos y halle
sus respectivos parametros:

1. {Wy=—-=B;:t>0}.

2. {W, = 1B%:¢>0}, con c > 0 constante.
3. AW, = tB% :t >0}, con Wy = 0.

4. {Wy = Byyyt — By, 1 t > 0}, con to > 0 fijo.



Definicién (alternativa)

Un movimiento Browniano unidimensional de pardmetro o2 es un proceso estocastico
{By :t > 0} con valores en R que cumple las siguientes propiedades:
® By = 0 casi seguramente.
® | as trayectorias t — B; son continuas.

® Para cualesquiera tiempos 0 < t; < --- < t,, y para cualesquiera conjuntos de Borel
Aq,..., A, de R se cumple que la probabilidad

P(Btl € Al;---Btn S An)

es igual a

[4 [4 p(tlaoaxl)P(tz *t17$1,$2)"‘P(tn*tn—l,xn—laﬁn) da:ndazl
1 n

_=p?
en donde p(t,z,y) = \/ﬁe 2% . En particular, B; tiene distribucién N(0, o%t).




Transicion

Definimos la funcién de densidad de transicién p : R>¢g x R x R — R del movimiento

Browniano de pardmetro o2 como

1 _ (a—y)?

p(t,x,y) = \/ﬁe 207t .

En particular, la probabilidad de que un movimiento Browniano que inicia en x se
encuentre en un conjunto medible A C R después de t unidades de tiempo es:

p(t,z,A) = /Ap(t,x, y) dy.



Ejercicio

® Demuestre que la funcién de densidad de transiciéon cumple la ecuacién de
Chapman-Kolmogorov:

plt+s,2.9) = [ pt.z,wp(s,u.y)du
R

® Demuestre que la funcién de densidad de transicién cumple la ecuacién de difusién o

ecuacién del calor:
op 1 0*p

ot 29x2



Proposicion

El movimiento Browniano es un proceso de Markov.

Demostracién. Para cualesquiera tiempos 0 < t; < --- <1, < tn4+1 Yy para cualquier
evento A C R,

P(Btn+1 €A | Btn ::En,...,Btl :l’l)

_ p(t1,0,21)p(ts — t1, 21, 22) - p(ty — th—1, Tn—1,Zn)P(tns1 — tn, Tn, A)
p(t1,0,21)p(ta — t1, 21, 22) - p(ty — th—1, Tn—1,2Zn)
= p(tn—I—l —tn, Tn, A)

p(tm 0>$n)
p(tna Oa$n)
= P(Btn+1 cA ’ Btn = ﬂfn)

= p(thrl — tp, T, A)



Proposicion
El movimiento Browniano es una martingala continua en el tiempo.
Demostracion. El proceso es adaptado a su filtraciéon natural por definicién y cada

variable aleatoria del proceso es integrable. Por otro lado, para cualesquiera tiempos s y ¢
tales que 0 < s < t:

E(Bt_Bs+Bs|]:s)

E(B; — Bs | Fs) + E(Bs | Fs)
E(B; — B,) + B,

B,.

E(B: | Fs)



Proposicion (Teorema de caracterizacién de Levy)

Un proceso {X; : t > 0} es un movimiento Browniano estandar si, y solo si, tiene
trayectorias continuas, empieza en cero, y tanto {X; : t > 0} como {X? — ¢ : ¢ > 0} son
martingalas.

% Demuestre que si {B; :t > 0} es un movimiento Browniano estandar entonces
{B? —t:t >0} es una martingala.



Caminata aleatoria — Movimiento Browniano

e Dada una sucesién de variables aleatorias {¢;};>1 con P(=—-1)=P((=1)=1
se construye una caminata aleatoria simétrica como X,, = Xo + & + ...+ &, para

C.S.

n > 1 donde Xy =" 0. Este proceso estocastico a tiempo discreto cumple que
E(X,) =0y Var(X,) =n.

® Para que una caminata aleatoria simétrica converja a un movimiento Browniano
debemos hacer un reescalamiento en el tiempo y en el espacio y luego hacer un paso
al limite: Definimos el proceso a tiempo continuo para cada n > 0, {W,,; : t > 0}
como Wy, = ﬁXWJ donde |nt] representa el nimero de pasos completados hasta
el tiempo ¢. Se puede probar que la sucesién de proceso estocasticos {Wp, ¢ }nen
tiende débilmente al movimiento Browniano de parametro 02 =1 {B; : t > 0} dado
que W, ; tiende en distribuciéon a N(0,¢) por el teorema del limite central.

® Esta es la forma mas usual en la que se simulan trayectorias del movimiento
Browniano a nivel computacional.

® Para mas informacion se invita a consultar el Teorema de Donsker.



Aproximacion de Movimiento Browniano (g2 = 1)

0.25 A

0.00

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 4

W {n,t}

—1.00 4

-1.25 4

—1.50 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura: Simulacién de una trayectoria del movimiento Browniano usando una aproximacién por medio de
caminata aleatoria tomando n = 50000 y el tiempo de simulacién ¢ € [0, 1].



Varias trayectorias del Movimiento Browniano estandar

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura: Simulacién de M = 20 trayectorias del movimiento Browniano por medio de una aproximacién de
caminata aleatoria cada una con tiempo de simulacién ¢ € [0, 1] y n = 50000.
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Convergencia de caminata aleatoria reescalada a Browniano estandar

n =500

n =100
21 M/\
4 '/-‘o .
Ak
z | ‘ s.s‘f;‘?'%ozk:&f‘%\:!w
s 0 SRR o Sae
N SESRGY
.
1

0.0

Figura: Simulacién de caminatas aleatorias W,,,; para diferentes valores de n y para t € [0,1]. A medida

que n aumenta, la caminata aleatoria se asemeja cada

Procesos estocasticos

vez mas al movimiento Browniano.




Difusiéon

® Suponga que se coloca una particula al azar en la recta real de acuerdo a una
funcién de densidad de probabilidad f(y). Suponga que esta particula se mueve
siguiendo un movimiento Browniano estandar unidimensional. Entonces la funcién
de densidad de probabilidad de la posicidn de la particula en el tiempo ¢ > 0 es la
funcién f(t,x) dada por

f(t,x) /f p(t,y,z)dy = E(f(x + By)).

® Se puede demostrar que la funcién f(t,z) satisface la ecuacién diferencial parcial de
difusién
of

at

192



Variacion de las trayectorias

Definicion
Seaa=ty<t; <---<t,=Dbuna particién de intervalo [a,b] C R y defina
At = méx;—o,. n—1|tit1 — t;|. La variaciéon de una funcién g : [a,b] — R es el nimero

n—1

lim sup Z lg(tiv1) — g(ts)|-
At—0

Cuando este nlimero existe se dice que la funcidn tiene variaciéon finita. Analogamente la
variacién cuadratica se define como

n—1

lim sup Z lg(tit1) — g(ti)‘z-
At—0 i=0



Proposiciéon

La variacién cuadratica sobre el intervalo [a,b] de una trayectoria del movimiento
Browniano es la longitud del intervalo, es decir,

n—1

limsup Y |By,, — By,|°=b—a en el sentido L*(P).
At—0 i=0

Demostracion. Denote por At; =t;11 —t; y AB; = B;y+1 — B;. Entonces

2
ED (AB)? = (b—a)| =) 2(At;)* <2(b—a) mix (At;) — 0.

0<i<n

7



Proposicion

La variacién sobre el intervalo [a, b] de una trayectoria del movimiento Browniano es
infinita, casi seguramente, es decir,
n—1
’ C.S.
lim sup Z |Bt;,1 — By;| = oo.
At—0 i=0

Demostracion.



No diferenciabilidad

Proposicion

Sea ty > 0 fijo. Con probabilidad uno, el movimiento Browniano {B; : t > 0} no es
diferenciable en ty, es decir, para casi todo w € (2 se tiene que la funcién ¢t — Bi(w) es
no diferenciable en t.

Demostracion.



No diferenciabilidad

Proposicion

Con probabilidad uno, el movimiento Browniano {B; : t > 0} no es diferenciable ningiin
t>0.

Demostracion.



Movimiento Browniano multidimensional

Definicion
Sean {Bi,t}1>0,- - -,{Bn,t}t>0 movimientos Brownianos unidimensionales independientes.
El movimiento Browniano en R"” se define como

B = (Bit, - - ,Bny).

e Igual que en el caso unidimensional se tiene que By = (0,---,0), las trayectorias
t — By son continuas y el proceso tiene incrementos independientes.

® Para cualesquiera tiempo 0 < s < t se tiene que el vector B; — B, tiene distribucién
normal multivariada con media en el origen y matriz de covarianza diagonal
Var(B; — B;) = diag((t — s)o?).



Trayectorias de Movimiento Browniano estandar en 2?2
(T=1,n=50000)

20 20
15 15
10 10
05 05
0.0 0.0
-05 -05
-10 -1.0
-15 -15
20 -2.0
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
2.0 2.0
15 15
10 10
05 05
0.0 0.0
-0.5 -0.5
-10 -1.0
-15 -15
-2.0 T T T -2.0 T T T
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura: Cuatro simulaciones de trayectorias del movimiento Browniano estandar en R? para el tiempo
t €10,1].



El proceso de Bessel. Sea {B; : ¢ > 0} un movimiento Browniano multidimensional. El
proceso de Bessel estd dado por

1
Ry=|By|| = (B}, +-- B},)2.

El proceso {R; : t > 0} es la distancia Euclideana respecto al origen que tiene un
movimiento Browniano n-dimensional en el tiempo ¢. El proceso toma valores en [0, 00) y
tiene trayectorias continuas.

Puede demostrarse que este proceso cumple la propiedad de Markov y que la funcién de
densidad de transicién p(t, x,y) puede expresarse en términos de las funciones de Bessel.



Proceso de Bessel como ||B_t|| en R*3

2.5

2.0

1.5

R(t)

1.0 A

0.5

0.0 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura: Diferentes trayectorias del proceso de Bessel luego de simular el movimiento Browniano
multidimensional en R? en el tiempo ¢ € [0, 1].



Ecuacion del calor en dominios acotados. Considere una region abierta y acotada

D C R"™ con frontera D y suponga que la funcién u(t, x) representa la temperatura en
el punto x € D al tiempo ¢t > 0.

La evolucién en el tiempo de esta funcién estid dada por la ecuacién del calor:

0 d
au(t, x) = §Au(t, x),

donde A represental el operador Laplaciano y d es una constante real positiva. Suponga
ademas que u(x,0) = f(x) para € D y la condicién de frontera u(t,z) = g(x) para

x € 0D.

Sea z € D y defina el tiempo 7 = inf{t > 0: Bf € 0D} donde {B} :t > 0} es un
movimiento Browniano de pardmetro 02 = d que inicia en x. La solucién a la ecuacién
del calor con condiciones iniciales y de frontera se puede expresar en términos del
movimiento Browniano:

u(tax) - E(f<Bf)1(T>t) + Q(Bf)l(fgt))-



El principio de reflexion

Figura: llustracidn del principio de reflexién del movimiento Browniano unidimensional. Tomado de
Rincon, 2012.



Proposicion
Sea {B{ : t > 0} un movimiento Browniano que empieza en a, y sea b > a. Para

cualquier t > 0,
P(B¢ > b para algun s € [0,t]) = 2P(B{ > b).

® El conjunto de trayectorias que en algin tiempo 7 € [0, t] tocan b se descompone en
dos conjuntos que son simétricos y tienen la misma probabilidad: aquel conjunto de
trayectorias que finalizan en el algiin punto mayor a b y el conjunto de trayectorias
que terminan por debajo de b.

® Una vez que una trayectoria toca el punto b es igualmente probable que finalice al
tiempo t arriba o abajo de b.



Demostracion. Sea 7 el primer momento en el que el movimiento Browniano es igual a
b, es decir, 7 = inf{s > 0 : B¢ = b}. Esta variable aleatoria puede tomar el valor infinito
si esto nunca ocurre. Entonces:

P(Bg > b para algiin s € [0,t]) = P(t <t) = P(1 <1).
Por otro lado,
PBf>b)=P(B>b|T7<t)P(tr<t)=P(B—-b>0|7<t)P(r <1),

en donde, por la propiedad de Markov, y condicionada a la ocurrencia del evento (7 < t),
la variable B¢ — b = B — B2 tiene distribucién N(0, (t — 7)o?). Por lo tanto
PBf—b>0|7<t)=1/2.

Sustituyendo se obtiene que P(Bf* > b) = 2P(1 < t). O



Recurrencia y transitoriedad

® Asi como se estudié en el capitulo de Cadenas de Markov el posible retorno del
proceso al punto de partida, también vamos a estudiar el retorno del movimiento
Browniano al punto de origen. Veremos que esto depende de la dimension del

proceso, asi como el caso de una cadena de Markov en tiempo discreto y estado
discreto.

Proposicién

Sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano multidimensional que inicia en el origen y
considere dos tiempos tales que 0 < t; < to. Entonces

2 N4z
P(B,=0 lgn ¢ € [t1,t2]) = 1 — = arctan | ——t—
(B para algdn [t1,t2]) ﬂarc an( tg—t1>



Demostracion.



Proposicion (Recurrencia puntual del movimiento Browniano unidimensional)

Con probabilidad uno el movimiento Browniano unidimensional es recurrente puntual, es
decir, regresa a su posicién de partida una infinidad de veces casi seguramente.



Demostracion.



Proposicién (Recurrencia y transitoriedad del movimiento Browniano)

Sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano n-dimensional que inicia en el origen, y sea el
disco D = {z € R" : ||z|| < r}, para algin r > 0.

1. Cuando n = 2, con probabilidad un el movimiento Browniano visita la vecindad D
en una infinidad de tiempos no acotados. Esto es, el proceso es recurrente por
vecindades. Sin embargo no es recurrente puntual, pues la probabilidad de que
regrese exactamente al punto de partida es cero.

2. Cuando n > 3, el proceso es transitorio por vecindades, es decir, existe una
probabilidad positiva de que el proceso nunca regrese a la vecindad del punto de
partida.



Demostracion.



Ejercicio

Sea una constante o > 0. Demuestre que si {B; : ¢t > 0} es un movimiento Browniano
estandar, entonces los siguientes son movimientos Brownianos de pardmetro o

1. {Wt :O'Bt 0t Z 0}
2. {Wt - BO'2t . t Z 0}



Ejercicio

Sean las funciones a(t) = €?! y b(t) = e~*. Calcule la funcién de covariancia del proceso
{Xi =b(t)Bgy) : t > 0} en donde {B; : t > 0} es un movimiento Browniano estandar.



Procesos Gaussianos



Procesos estacionarios

Definicion
Sea { X} un proceso estocastico. Se dice que {X;} es estrictamente estacionario o
estacionario en el sentido estricto si

d
(thaXtQa o 7th) — (Xt1+h7 Xt2+h7 e 7th+h)
para todo n € N*, todos los puntos (t1,t2,--+ ,t,) € T™ y todos los saltos h € Z.

Lo que se entiende de la anterior definicidon es que la distribucién de cualquier cualquier
vector aleatorio finito dimensional que se puede formar con las variables del proceso
{X}}, tiene distribucién invariante ante traslaciones en el tiempo.



Procesos estacionarios

Funcién de medias

La funcién de medias del proceso estocastico {X;} se define como

e = B [Xi]

asumiendo que el F [X{] < co.

Funcién de autocovarianza

Si {X;} es un proceso estocéstico tal que E | X,|? < oo para cada t € Z, entonces la
funcién de autocovarianza vx(+,-) de {X;} es definido como el segundo momento

vx(r, 8) = Cov (X, Xs) = E[(Xy — E[X;]) (X5 — E [X])]

para cada r, s € Z.



Procesos estacionarios

Definicién

El proceso estocastico {X;} es llamado estacionario (en el sentido débil o de segundo
orden) si

1. E|X;|* < oo para todo t.

2. i = E[X{] = m para todo t.

3. vx(r,s) =vx(r+t,s+t) para todo r, s,t.
Asi para t = —s, por el numeral 3 tenemos que

vx(r,s) =yx(r —s,s —s) =vyx(r — s,0) :==v(r — s), es decir, la funcién yx(,)
depende sélo de r, s a través de su diferencia r — s = h.



Ejercicio

Considere un proceso estocastico {Z;}. Diremos que el proceso es ruido blanco si
1. E[Z] =0 para todo t.

2. La funcién de autocovarianza es

(5.8) = {02 si s #£t,

oy sis=t.

Mostrar que el proceso es estacionario en el sentido débil.



Ejercicio

Si {X:} es tal que las variables aleatorias son independientes y
exp(A = 1), t impar ,
Xy~
N(p=1,0=1), tpar.

Mostrar que el proceso es estacionario en el sentido débil pero no es estrictamente
estacionario.



Ejercicio

Demostrar que todo proceso estrictamente estacionario es también estacionario en el
sentido débil.



Proceso Gaussiano

Definicion

Un proceso {X;} es llamado Gaussiano si los vectores n-dimensionales

)N( = (X4, Xig, - ,X;,)', para cada coleccién de puntos distintos t1,to, - - - ,t,, y para
cada entero positivo n, tienen una distribucién normal multivariada.



Ejercicio

Si un proceso {X;} es estacionario en el sentido débil y también es Gaussiano, entonces
{X:} es estacionario en el sentido estricto.



Propiedades de la funcion de autocovarianza

Considere que tenemos un proceso estocastico estacionario {X;}, y que
v(h) = Cov (X, Xt) = E [(Xprn — p) (X¢ — p)], entonces v(-) satisface:

L 7(0) =0
2. |y(h)| <~(0) para todo h € Z
3. Es una funcién par, es decir,

~v(h) = ~v(—h), para todo h € Z



Demostracion.

1.
2.

Como 7(0) = Cov (X, X;) = Var (X;) > 0.

Por definicién de la funcién de covarianza tenemos que
v(h) = Cov (X, Xi) = E[(Xprn — ) (Xy — p)]. Ahora, usando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz (\E[XYH < VE[X?]VE [Y2]) tenemos que

()] = | B [(Xpan — ) (Xe — w)]| < VE (Xepn — )| B [(X0 = ]
= /Var (X;) Var (X;) = Var (X,;) = 7(0)
Con lo cual |y(h)| < ~(0).

- Ahora, y(—h) = Cov (X;—p, X¢) = Cov (X, Xy4n) = Cov (Xypp, X¢) = v(h).



Ejercicio

Mostrar que el movimiento Browniano {B; : t > 0} es un proceso Gaussiano con:
® u=0.
® ~(s,t) = min(s,t) para todo s, t.



Proceso Ornstein—Uhlenbeck

Definicién

El proceso Ornstein—Uhlenbeck es un proceso Gaussiano estacionario definido por:

2

0" _alt—s
]E[Xt] =0, ’Y(S?t> = %6 1 |

donde:
® 02 > 0 es el parametro de intensidad del ruido.
® o > (0 es el parametro de velocidad de reversién a la media.

Es usado en fisica, finanzas y modelos de reversion a la media.



Calculo estocastico



Objetivo. Definir la integral de It6 f(f XsdBs de un proceso {X;} respecto del
movimiento Browniano.

Primeras hipoétesis. Consideraremos como elementos iniciales un espacio de probabilidad
(Q, F,P), y un movimiento Browniano estandar unidimensional {B; : t > 0}, junto con
su filtracién natural {F;};>0. Supondremos dado un proceso {X;} con espacio
parametral el intervalo [0, 7], con T' > 0 fijo, y que visto como funcién

X:Qx[0,T] —R,

es Fr ® B([0,T])-medible, en donde el término Fr @ B(]0,T]) corresponde a la minima
o-algebra generada por el espacio producto Fr x [0,T]. Supondremos ademas que el
proceso es adaptado, es decir, para cada ¢ en el intervalo [0, 7], la variable aleatoria X;
es medible respecto de F;.



Distribucion empirica

025
— B

t
0.00 — [,Bsds
—0.25 1

—0.50 1

—0.75 4

densidad

—1.00

—1.25 A

—1.50

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura: Simulacién de una trayectoria del

.. . . Figura: Distribucidon empirica de la variable
movimiento Browniano y de su respectiva integral.

. pT=1
aleatoria fo Bs ds.



El espacio L?(P). Definimos:
L*(P) = {X variable aleatoria : 1 X]2(py := E(|X|2)% < oo},

es decir, L?(P) es el espacio de variables aleatorias que son cuadrado integrables.
® El espacio L2(P) es un espacio vectorial respecto a R.
® La funcién || - [|;2(p) define una norma en L?(P).
® El espacio L2(P) es un espacio completo respecto su norma, es decir, toda sucesién
de Cauchy en este espacio tiene limite en él. A la convergencia en el espacio L?(P)
se le llama convergencia en media cuadréatica.
e (Cada una de las variables aleatorias B; del movimiento Browniano pertenencen a

este espacio, pues,
1
”Bt”L2(P) = E(|Bt|2)2 = \/2? < Q.



El espacio L?(P x dt). Se denotard como L?(P x dt) al espacio lineal de todos los
procesos X = {X;: 0 <t < T} que cumplan la condicién

1
T 2
||X||Lz<pxdt>=<E</o |Xt|2dt>) <

® La funcién [ - [[12(pxar) €s una norma, y el espacio L?(P x dt) es un espacio
completo respecto a esta norma.

® El movimiento Browniano B = {B; : 0 <t < T'} pertenece a este espacio, pues,

| Bl L2(pxdary = (E (/OT|Xt2dt>> T (/OT E(|Xt2)dt)2 = (/OTtdt> 2 < o0.



Procesos simples. Definiremos la integral de Itd para procesos simples.

Procesos simples

Sea 0 =1ty <t <--- <ty =T una particién finita del intervalo [0,7"]. Un proceso
estocastico simple es un proceso de la forma

n—1
X, = ZX(k) Lt tes) (£),
k=0
en donde X .. X1 es una coleccién de variables aleatorias adaptadas a la

filtracion {F, }Z;é y que son cuadrado integrables.

® Un proceso simple es un proceso constante por trozos con trayectorias continuas por
la derecha y con limite por la izquierda.

® Sea H2 el espacio de todos los procesos simples. Este es un espacio vectorial.



tl t2 e tn—l tn

Figura: Representacién de una posible trayectoria de un proceso simple. Imagen tomada de Rincon, 2012.

Jaimes,Nosa Procesos estocasticos 2025 380/424



Integral para procesos simples.

Definicion

La integral estocastica de It6 I(X) de un proceso simple X de la forma
n—1
k
Xt - Z X( ) 1[tk,tk+1)(t)’
k=0

con variables aleatorias X (*) independientes del movimiento Browniano estandar
{B: : t > 0}, se define como la variable aleatoria

n—1

T
I(X) = /O X,dBs = X®(By,,, — By).
k=0



® La variable aleatoria I(X) es integrable pues siendo las variables aleatorias X&)y
Bt,., — By, independientes, cada sumando tiene esperanza cero, y por lo tanto la
esperanza de la integral es cero.

% La integral es ademas cuadrado integrable y se cumple la igualdad fundamental
llamada Isometria de It6:

X)) 2 (py = I1X L2 (Pxat-

® La integral estocastica asigna a cada elemento del espacio H3 una variable aleatoria
del espacio L?(P). De esta forma se tiene que la transformacién lineal
I:HE — L?(P) resulta ser continua por la isometria de Itd.



Ejercicio

Se puede tomar el movimiento Browniano discretizado
{By, :0=to<ti1 <---<tp, =T}

que es un proceso simple, y luego definir la integral de 1t6 de este proceso simple:

n—1

I(X) = Z Btk (Btk+1 - Btk)'
k=0

Calcule la media y la varianza de I(X) y luego tome el limite cuando
max(tgr1 —tg) — 0.



Extensién por aproximacién. Ahora extendemos la integral estocastica a procesos un
poco mas generales. Sea H2 el espacio de todos los procesos {X;} medibles y

adapatados, tales que
T
E (/ |Xt|2dt> < o0,
0

® El espacio H? resulta ser un subespacio lineal y cerrado de L?(P x dt).
® Se cumple la contenencia ?-[(2) C H? C L?(P x dt).

® #2Z es un subespacio denso de H? respecto a la normal || - | 22(Pxat), es decir, para
cualquier proceso X € H? existe una subsucesién de procesos {X*} en HE tales que

Hm I X% = X r2pxary = 0
—00



® Todo proceso de H? puede ser aproximado por procesos simples de H3.

e Usando la isometria de It6 se puede comprobar que la sucesién I(Xk) es una
sucesién de Cauchy en el espacio L2(P), en efecto,
11(XF) = I(XD) [ p2(py = 11X = XDl 2(p)
=1 X* = X'l n2(pxar)
<X = XMl r2pwary + 1X — X r2(pwary
— 0.



Definicion
Sea X un proceso en H? y sea { X%} una sucesién de procesos en HZ aproximante a X.
Se define la integral estocastica de X como

I(X) = lim I(X%),

k—00

en donde el limite debe entenderse dentro del espacio L?(P), es decir, se trata de
convergencia en media cuadratica de una sucesién de variables aleatorias.

e Esto significa que la variable aleatoria I(X) es un elemento de L?(P) y es tal que
iy, o0 [ T(X*) — I(X)|z2p) = 0.



"

H2

L?(P x dt) y

\ L?*(P)

J

Figura: Definicién de la integral de Ité I para el espacio H?. Figura tomada de Rincon, 2012.

Procesos estocasticos



% La defincién de integral de It6 del espacio H? no depende de la sucesién que se
seleccione en el espacio H3.

% Para esta definicién por aproximacién también se cumple la isometria de It6.
% Para la integral de It5 en el espacio H? se cumple la propiedad de la esperanza nula.

% La funcién I : H? — L?(P) es una transformacién lineal y continua.



Ejemplo. Observe que el movimiento Browniano {B; : t > 0} es un ejemplo de un
proceso en el espacio H? y es posible demostrar que tal proceso puede ser aproximado en
el sentido de la norma del espacio L?(P x dt) por el proceso simple

n—1
Xn — {Xgl it e [07T]} donde Xn = Z Btk l[tkytk+l)(t)7
k=0

endonde 0 =1ty <t; <---<t, =T es una particién de [0, T]. Se tiene entonces que la
siguiente integral estocastica particular, y su aproximacién como limite en media
cuadratica

n—1

T T
| Budb, = Jim_ [ xva = lim 3 Bu (B = Bu)

en donde el limite debe entenderse en el sentido de que la distancia maxima entre dos
puntos sucesivos de la particiéon tiende a cero.



Trayectoria de movimiento Browniano

0.0+

—0.2 4

—0.4

Bt

—0.6 1

—0.8 4

-1.0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura: Una trayectoria del movimiento
Browniano simulado desde una caminata aleatoria
con n = 1000 pasos en el tiempo t € [0, 1].

t
Integral estocastica IUBS dB.

0.2 4 —— Aproximacion
—— Teorla

0.14

0.0 7

-0.1

valor

—0.2 4

-0.3

—0.4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura: Integral estocastica del movimiento
Browniano usando una particién uniforme del
intervalo [0, 1] y aproximando la integral por el
limite.



La integral como proceso. Haremos una pequefia extensién. Para cada ¢ € [0,7] y para
cualquier X en H? se define el proceso {I;(X) : t € [0,7]} donde

T t
L(X) = /0 X, 1y (s) dB, = /0 X, dB,.

Este artificio permite ver la integral estocastica no como una variable aleatoria sino como
un proceso estocastico.



Extensién por localizacion. Considere el espacio Lﬁ)c como el conjunto de todos los

procesos medibles y adaptados que cumplen la condicién de que

T
P(/ Xt]2dt<oo> ~1.
0

Ejemplo. Para el movimiento Browniano unidimensional {B; : t > 0} y para cualquier
funcién continua f, el proceso {f(By) : t > 0} tiene trayectorias continuas y acotadas,

por lo tanto, este proceso pertenece a L|20c, y tiene sentido la expresién

t
/ f(Bs)dBs, 0<t<T.
0



Se puede demostrar que esta integral puede ser calculada mediante el siguiente limite en
el espacio L?(P), aunque también se verifica la convergencia en probabilidad:

n—1

/ f st = hm Zf Btk Btk+1 Btk)?

en donde 0 =tg < t; < --- < t, =t es una particién del intervalo [0, ], y nuevamente el
limite se entiende como que la distancia maxima de dos puntos consecutivos de la
particién tiende a cero.



Ejemplo. Calcularemos la siguiente integral con ayuda del limite del ejemplo anterior

t
/ B, dBs.
0

Consideremos 0 =ty < t; < --- < t, =t una particién uniforme de [0, ], es decir,
1

tr+1 — tx = ;. Usando la identidad

a(b—a) = %(bQ —a?) - %(b —a)?



se obtiene

n—1

t
/O BydB, = lim > By (By,, — By,
k=0
¢ = 1 2 2 1 2
= nh—>n(;o Z i(Btk+1 - Btk) - §(Btk+1 - Btk)
1 1
= _B? — _t.
27" 2

® | a primera suma es telescépica mientras que la segunda suma corresponde a la
variacién cuadratica del movimiento Browniano.

® | a esperanza de fg By dBg es nula y su varianza es igual a %tz.



Multiples trayectorias de movimiento Browniano

Mdltiples trayectorias de f;Bs dBs

Multiples trayectorias de f;Bs dBs
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10 4 Wiy . | 10

05 02
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~os -05

Figura: Simulacién de 50 trayectorias del
movimiento Browniano utilizando una
aproximacién de caminata aleatoria con

n = 100000 pasos y t € [0, 1].

Figura: Integracidn estocastica aproximada
de las 50 trayectorias simuladas usando
aproximacién al limite con una particién
uniforme.

Figura: Integracién estocastica tedrica de las
50 trayectorias simuladas usando la expresién
%B? — 5t (anteriormente demostrada).
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Figura: Aproximacién de la integral estocastica a medida que aumenta el nimero de puntos de la
particién. En esta figura se simula un movimiento Browniano con aproximacién de caminata aleatoria con
10° pasos y se calcula la integral de It6 con diferentes tamafios de particién (n € {50,200, 1000, 5000}).



Ejercicio

Usando la identidad ab = % (a +b)%> — 3(a — b)? y la isometria de 1t, demuestre que para
dos procesos {X; :t >0}y {Y; : ¢t >0} en H? se cumple

t t t
E (/ XsdB; / stBs> = / E(X,Ys) dBs.
0 0 0



Propiedades de la integral.

® Laintegral I; : Li,. — L?(P) es lineal, es decir, para una constante c y para
cualesquiera procesos {Xs}y {Ys} en L2, se cumple que

/(cX 1Y, dBS_c/XdB +/YdB
0
e Tiene esperanza cero, es decir, para cualquier proceso { X} en Lloc,

t
E(/ XSdBS> =
0

® Cuando se restringe al espacio 2, se cumple la isometria de It6, es decir,

E(/OthdBS 2) :E</Dt\Xs|2ds).

® Cuando se restringe al espacio #2, la integral es una martingala, es decir, es
integrable y adaptable y para 0 < s < ¢, se satisface

t s
E(/ XudBu|]-"5):/ X, dB,.
0 0




Foérmula de Ito

Teorema

Sea una funcién de clase C? (con segunda derivada continua). Entonces

f(By) — f(Bo) = /f dB+/f”



Ejercicio

® Calcule tBS dB; usando la funcién f(x) = 122 en la férmula de It6.
0 2

e Aplique a la funcién f(x) = ax? + bz + ¢ para constantes a, b, c € R y obtenga una
expresién general.

® Calcule la integral f; BY dB;.



Ecuaciones diferenciales estocasticas

Definicién

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano
unidimensional adaptado a la filtracién {F;}+>0. Sean b(t,z) y o(t,z) dos funciones de
[0,7] x R en R. Una ecuacién diferencial estocastica es una ecuacién de la forma

(*) dXt = b(t, Xt) dt -+ O'(t, Xt) dBt,

definida para valores de t € [0,7] y con condicién inicial la variable aleatoria X que se
supone Fp-medible e independiente del movimiento Browniano. La ecuacién (k) se puede
interpretar como la ecuacién integral

¢ t
X, :X0+/ b(s, Xs) ds+/ o(s, Xs)dBs,
0 0

en donde la primera es una integral de Riemann, mientras que la segunda es una integral
de Ito. Al proceso {X;}¢>0 se le llama proceso de Itd.



Proposicion (Existencia y unicidad)

Si los coeficientes de la ecuacion b(t,z) y o(t,z) de la ecuacién (x) satisfacen la
condicién Lipschitz en la variable z

[b(t,2) = b(t, )| +|o(t,z) — o(t,y)* < K|z —yf?
y la condicién de crecimiento en z,
b(t, @) + lo (¢, )] < K(1+ |zf),

para alguna constante K > 0, entonces existe un proceso estocastico { X;} solucién de
(*) que es adapatado a la filtracién, tiene trayectorias continuas, en uniformemente
acotado L?(P), es decir, supg<;<7 E(X¢)? < 0o, y adem3s es (inico en el sentido de la
indistiguibilidad. -



Proposicién (Férmula de 1t6)

Si {X;} es un proceso de It6 dado por () y f(t, ) es una funcién de clase C' en t y de
clase C? en z, entonces el proceso {Y; = f(t, X;)} es también un proceso de Itd y
satisface la ecuacién estocastica

A, = fult, Xo)dt + Fult, X)dXo + 3 Fault, X0)(dX0)

® Teniendo en cuenta que dt x dt =dt x dB; =dB; x dt =0y dB; x dB; = dt
entonces usando la férmula (x) se puede reemplazar en la férmula dada en la
anterior proposicion:

0% = (050 + Falt X X) + 3 Fanle, X0, X0?)
+ (foc (ta Xt)o'(t, Xt)) dBt.

obteniendo una forma explicita del proceso de It6.



Ejemplo. Considere el proceso X; := By y la funcién f(t,x) = tx. Entonces

AU (1, Ba)) = fults Bt + Folt, BB, + 5 foalt, B)(ABY)?
d(tB;) = B, dt + tdBy,

de esta forma diferencial podemos pasar a la forma integral

t t
tBt:/ Bsds+/ sdBs.
0 0



Ejercicio

C.S

1. jEs cierto que By = fot dBg para t > 07

2. (Movimiento Browniano geométrico.) Aplique la Férmula de It6 a la funcién
f(z) = e® y al proceso X; = B; donde {B; : t > 0} es el movimiento Browniano
unidimensional, luego, deduzca la forma integral y la forma diferencial del proceso.

.S. ./ .z
3. Demuestre que el proceso { Xy = 0, X; = Bt : t > 0} es solucién de la ecuacién

T+
diferencial estocastica x 1
t
— dt dBy.
et

4. Usando el método de igualacidén de coeficientes resuelva la siguiente ecuacién
diferencial estocastica

dX; =

dX; = —X;dt + e "dB;, Xy = 0.



Simulacion de ecuaciones diferenciales estocasticas

® | as ecuaciones diferenciales estocasticas (EDE) modelan sistemas con ruido
aleatorio y aparecen en relevantes areas de ingenieria, finanzas y fisica.

® En general no admiten solucién explicita, por lo que se usan métodos numéricos
adaptados del caso determinista.

® Para la EDE

dX; =b(t, Xy)dt + o(t, X;) dBy, Xo = 2o,

se simulan trayectorias mediante el método de Euler—-Maruyama.

® Se discretiza [0,t] en pasos At =t/N, t; = jAt, y se define

X :Xt].—i—b(tj,th)At-i-O'(tj,th)VAtY},

J+1
donde Y; ~ N (0,1) i.i.d.

® Este esquema permite aproximar trayectorias del proceso solucién y es facil de
implementar computacionalmente.



Ejemplo: Simulacion del movimiento Browniano geométrico (GBM).
® Se considera el modelo estocastico

dX; = pXidt + o Xy dBy, Xo >0,
cuyo resultado tedrico es
X = Xoexp((p— %02)15 + 0By).
® Se fija un horizonte temporal [0, 7] y se discretiza en N pasos de tamafio
At =T/N.
® El movimiento Browniano se aproxima generando incrementos
AB, = VAtY,, Y, ~N(0,1) i.i.d.
® El esquema de Euler-Maruyama se implementa como

Xni1 = Xy + uXp At + 0 X, AB,,.

¢ Finalmente, se comparan graficamente la trayectoria aproximada y la solucién
exacta, y se calcula el error absoluto al tiempo final 7.
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Movimiento Browniano geométrico

Definicién
Sean p y o dos constantes y xg > 0. El movimiento Browniano geométrico es el proceso
{X} : t > 0} solucién de la ecuacién diferencial estocastica:

dX; = pX; dt + o Xe dB;, Xo = xo,

y puede escribirse de manera explicita como:
L
X = xgexp M_§J t+oB; ).

® En ausencia del término estocastico X; = xgexp(ut). Esta funcién representa el
comportamiento en el tiempo de un capital positivo xy que crece de manera
continua y determinista a una tasa efectiva del 100u %. Por otro lado, la parte
estocastica representa la volatilidad de los mercados financieros y supone que es

proporcional al valor de la inversion.



Ejercicio

Obtenga la férmula explicita de X; por medio del método de igualacién de coeficientes
en la férmula de lto.



Proposicion
Para el movimiento Browniano geométrico se cumple lo siguiente:

1. E(X}) = zpexp(pt).
2. Var(X;) = x3 exp(2ut)(exp(a?t) — 1).
3. Cov(Xy, X;) = w3 exp(u(s +t))(exp(o?s) — 1) para 0 < s < t.



Sit)

Determinista vs Estocastico

Multiples trayectorias GBM
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Figura: Movimientro Browniano geométrico con p = 0,5, 0 = 0,05 y zo = 1.
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Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Definicion
Sean a y o dos constantes positivas. El proceso de Ornstein-Uhlenbeck es aquel proceso
{X: :t > 0} solucién de la ecuacién diferencial estocastica:

dX; = —aX;dt + ocdB;, Xy = o,
y dado por

t
X; = zgexp(—at) + O'/ exp(—a(t — s)) dBs.
0

® | a variable X; se interpreta como la velocidad de una particula en el tiempo ¢. La
parte determinista corresponde a la fuerza de friccién y el sumando estocastico es el
ruido aleatorio.



Demuestre que para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck se cumple:
1. E(X}) = zpexp(—at).
2. Var(X;) = 2 (1 — exp(—2at)).

=2
3. Cov(Xy, Xs) = %(exp(—a(t —s)) —exp(—a(t+s))) para 0 <s <t
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Ornstein-Uhlenbeck: determinista vs estocéstico
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Figura: Proceso de Ornstein-Uhlenbeck con pardmetros o = 1, « =2y o = 0,05.
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Puente Browniano

Definicion
El puente Browniano en el intevalo [0, 1] es aquel proceso {X; : ¢t € [0, 1]} solucién de la
ecuacién diferencial estocastica

X, c.s.
dXt:—]-_ttdt—i-dBt,tE[o,l), XO .:07

y puede ser representado com

t 1
X, =(1—t dBs.
= >/01_S

® E| puente Browniano puede interpretarse como un movimiento Browniano con
espacio parametral [0, 1] y es tal que en los extremos de este intervalo el proceso se
hace cero.



Proposicién

Para el puente Browniano se cumple

1. E(X;) = 0.

2. Var(Xy) =t(1 —1t).
3. Cov(Xy, Xs)=s(1—t)para0<s<t<I.



Multiples trayectorias del Puente Browniano

Puente Browniano: determinista vs estocastico
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Figura: Puente Browniano.
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Ejercicio

Demuestre que el proceso X; = exp(B; —t/2) satisface la ecuacién diferencial estocastica

dX; = X¢ dDBy.



Ejercicio

Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales estocasticas tiene (nica
solucién. En cada caso encuentre dicha solucién. Los términos b, o y x(y son constantes.

1. dXt = —bXt dt + O'dBt, Xo C':S‘ 0.
2. dXy = —bdt+o0X,dB;, Xy =0.
3. dX; = —bX; dt + 0 X; dB;, Xo = 0.



Ejercicio

Demuestre que el proceso X; = B, — tBj para t € [0, 1] es un puente Browniano.
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