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¿Qué es una cara propia (eigenface)?
Una cara propia es el nombre dado a un componente principal de un
conjunto de imágenes. El cálculo de eigenfaces se hace con el
objetivo de reducir la dimensionalidad de un conjunto de imágenes y
poder describir con ‘poca’ información los rasgos principales de los
rostros en cuestión. Esta técnica es usada en el reconocimiento y
reconstrucción de rostros.

Figura: Cara propia en diferentes visualizaciones. Realización propia.
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Conjunto de datos

Figura: Cara de ejemplo de conjunto de
datos (dimensiones: m×n×k =
140 × 100 × 3). Tomado de [1].

La base de datos fue
desarrollada por la
Universidad de Chicago.
(Véase [1])
Es una herramienta diseñada
para la investigación científica.
Es de libre acceso.
En total posee p = 821
fotografías de individuos
masculinos y femeninos entre
los 17 y 65 años provenientes
de Estados Unidos e India.
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Procedimiento

Construir la matriz M que tenga en sus columnas a cada imagen.

Calcular la cara promedio.
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Procedimiento

Centrar cada una de las imágenes.

Calcular la matriz de varianza del conjunto de datos.

V̂ar [M̃] = E [MT M]− E [M]T E [M] = E [MT M] =
1

mn
MT M.

La matriz 1
mn MT M tiene dimensiones p × p.
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Procedimiento
Una vez obtenida la matriz de varianza estimada
V̂ar [M̃] = 1

mn MT M del vector aleatorio M̃, se hace análisis de
componentes principales (ACP).

El ACP es una técnica de medición de variabilidad de un conjunto
de datos.

Figura: Conjunto de datos en R2. Imagen tomada de [2].

A nivel computacional, el ACP se puede hacer mediante la
descomposición en valores singulares (SVD) de una matriz
asociada al conjunto de datos.
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Descomposición en valores singulares (SVD)

Teorema.
Para toda matriz Am×n existen matrices U,B y V tales que
Am×n = Um×mBm×nV T

n×n con U y V son ortogonales y B una matriz
diagonal. De otra manera,

A =

min{m,n}∑
i=1

biiuivT
i .
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Procedimiento

Finalmente, si M = UΣV T con U ∈ Rmn×mn, Σ ∈ Rmn×p y
V ∈ Rp×p, entonces

U contiene en sus columnas las caras propias.
MT M = VΣTΣV T .

Figura: Valores propios de MT M.
Figura: Tabla de porcentaje de varianza.
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Algoritmo

La idea del algoritmo es primero bidiagonalizar a A, y luego aplicar un
iteración QR implícita a la matriz bidiagonal resultante, para obtener
una descomposición SVD de A.

Se bidiagonaliza por Householder.
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Algoritmo

Se hace SVD de la parte bidiagonal B′ = U ′
BΣ

′V T
B , quedando la

descomposición de A requerida.
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Primera parte

Para bidiagonlizar A, se aplican reflexiones de Householder, que
ayudarán a cerar filas y columnas.
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Primera parte
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Segunda parte

Se puede emplear la iteración QR para diagonalizar T = BT B, y a
T̂ = BBT , como

T = QDQT

T̂ = Q̂DQ̂T

Por medio del teorema Q implícito de [3] (Pag. 454 y Pag. 416) es
posible asegurar que la descomposición SVD de B, está dada por:

B = Q̂D1/2QT

Esto resulta lento pues hace uso de productos grandes, como
Tk = Rk−1Qk−1, además que se hace T y T̂ por separado.
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Segunda parte

Para evitar aplicar el algoritmo QR a las matrices T y T̂ se realiza de
manera implícita:

En el algoritmo QR se computaban matrices de Givens
G1,G2, . . . ,Gn−1, tales que Q1 = G1G2 . . .Gn−1, y T1 = QT

1 TQ1
era tridiagonal, con off(T1) ≤ off(T ).
Solo es necesario calcular la matriz G1, aplicarla a B y luego de
esto, llevar al producto BG1 nuevamente a una matriz bidiagonal.
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Segunda parte
Se hace iteración QR, de forma implícita por medio del siguiente
procedimiento:
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Ventajas del algoritmo

Sirve para cualquier tipo de matriz m × n, característica que no
tienen muchos métodos, que requieren condiciones muy
específicas sobre las matrices.
Aunque la primera parte del algoritmo puede tener
multiplicaciones grandes, esta es una parte mínima del algoritmo,
pues solo se realizan 2n − 2 multiplicaciones de estas, y luego se
aprovecha el enfoque en pequeñas secciones de las matrices que
tienen las rotaciones de Givens, haciendo que la convergencia
sea cúbica (Pag 263 de [3])
Tiene un sustento teórico muy fuerte, estable y bastante
estudiado, al estar basado completamente en matrices
ortogonales, su modificación o cambios según requiera el tipo de
matriz puede ser fácilmente adaptado.
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Resultados
La comparación entre métodos se hizo tomando un máximo de 1000
iteraciones y un error umbral fuera de la diagonal de D de 10−5; se
tomó el promedio de correr el programa con cada método cinco veces,
para la misma matriz M de tamaño 821 × 821.

821∑
i=1

||MT Mvi − viσ
2
i ||22 = ||MT MV − VΣTΣ||2F

= ||Σr V − VD||2F
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